BACCALAUREAT SERIE S - 2004 - AMERIQUE DU NORD : CORRIGE

Exercice 1 (3 points)

Bien qu'aucune justification ne soit demandée dans cet exercice, on donne dans un but pédagogique quel ques

explications.
1. VRAI
AlB|C I |C
Ona: G = =
4 1112 2|2
D'ou: G, est lemilieu de[Cl]
2. VRAI

En utilisant |'associativité d'une autre fagon :

G| [A]lB[c] [A]B]C]Cc]| [3J
a4 afal2] [2]a|2]2] [3]1

Et par homogeénéité, une multiplication par % des coefficients donne :

ofon(ed)

Dans la somme vectorielle V,, = 3MA— MB - 2MC , la somme des coefficients est nulle donc le vecteur

3. FAUX

Vy est constant :

Vi =3MA- MB - 2MC = 3MA- (MA+ AB)- 2(MA+ AC) =~ AB- 2AC

4. VRAI

Onsiitquepourm;t—i: L
3 1+3m 1|/m|2m

On sait que pour tout point M du plan :
(1+3m) MG,, = MA+ mMB + 2mMC
Enspécidisant M=A:  (1+3m) AG, = mAB + 2mAC = m(A—B+ ZA—C)
Lesvecteurs AG,, sont tous colinéaires entre eux (puisque colinéaire au méme vecteur AB+2AC).

En particulier AG,, est colinéairea AG_; . Autrement dit, G, est un point de la droite (AG_,).

Remarqgue : cerésultat reste vrial méme s letriangle ABC n'est pas supposeé rectangle en A.
5. VRAI

Gos Al B |C
Ona: i
-0,5 1/-05(-1

Donc, pour tout point M du plan: MA— 0,5MB —MC =-0,5MG 1
2

En spécialisant M =B : BA- BC=-0,5BG ,
2
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BG , =2AC

Or, levecteur AC et orthogonal & AB et donca 1B d'ol :

BG, L IB
2

Letriangle IBG ; est bien rectangle (en B)
2

6. FAUX
Il sSagit de laréciprogue de la question 4. Tout point P de (AG_;) est-il "un Gy," ?

On avu que pour tout m = —é :

(1+3m) AG,, = mAB + 2m AC = m( AB+ 2AC)

En spécidisant m=—1: —2AG,1=—(AT3+ ZA—C)
D'ou: (1+3m) AG,,=2mAG_;
Laquestionest :
Yo 2m
- 3 . . -
m 1 3m 1 le coefficient Tram parcourt-il R entier 7

Soit P un point deladroite (AG_,). Il existedonc un réd k tel que:
AP=kAG ,

= k admet une solution m.

Dire qu'il existeun réd mtel que P = G, c'est dire que I'équation 1 22
+3m

2m= (1 + 3m)k
m(2 - 3k) =k
Si k=0aorsm= 0 et on récupére le point Gy = A. Supposons désormaisk = 0.
L'équation ci-dessusn‘ade solution mques : 2—3k=0
2

k# = G,
3 e
: : : o= 2 :
Conclusion : pour le point P dela droite (AG_;) défini par AP = 3 AG_;, :
il n'existe pas deréd mtel que P = Gy,
G,
C Ry g
\\\\ P ",.
6.
N \
Go » ‘\\J\: \
A |
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Exercice 2 (5 points)

1

(E):2+472+22-28=0

a. En déveoppant puisen réduisant :

(z-2)(Z+az+b)=Z+(a-2Z+(b-2a)z-2b

Pour que cette quantité soit, pour tout z, égale a7 + 42 + 2z — 28 il faut et il suffit que:

a-2=4

b-2a=2

-2b=-28
D'ou: a=6 e b=14
Ainsi, I'équation (E) sécrit :

(z-2)(Z+6z+14)=0

. On adonc z=2 ouZ+6z+14=0

La deuxiéme équation est du second degré. On peut calculer son discriminant ou plus efficacement

canoniser puis factoriser :
Z+6z+14=(z+37°+5=[(z+3)-/5i] [(z+3) +/51]
On en déduit I'ensemble S des solutions de (E) :
S={2;-3++/5i;-3-4/5i}
Remarquonsques z=x+iyaors:
2= (x+iy) = x2— Y2+ 2ixy et Z = (x—iy)’ = x>~ y2- 2ixy
On a donc I'équival ence des assertions suivantes :
M e (H)
2 4=4-7
X2— Y2+ 2ixy —4=4— x>+ y*+ 2ixy
2x°-2y*=8

X°— y?=4

. C'est un calcul facile:

Xa— ya=4etdaprés2.a, A e (H)
Xe— yi=9-5=4etdaprés2.a, B e (H)
Deméme: Ce(H)
L'affixea’ du point A" image du point A d'affixe a par larotation r se calcule avec larelation :

a = eﬁi%a= (%—i%}x2= ﬁ—i«/i

Demémepour b' et ¢':

% (*ﬁ 'ﬁ} (-3-iV5)= _3@2_@“3@“@

==
2

2 2

g _(\/E ng (—3+ix/§)= —3\/§+\/E+i3\/§+\/f)

NE
2 2 2
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. T
b. Ona: 2=e|4z

¢ (& 'QJx(x'Hy'): X'\/E_y'\/éﬂx' 2+y2

Donc: z=e4Z=|—+i
2 2 2 2
D'ol : x=£(x‘—y‘)et y=£(x‘+y‘)
2 2
On ales équivalences suivantes : M' e (H")
M e (H)
X2— y?=4

’ n2 ’ n2
X-y)” (X+y) _,

2 2
—4X'y' =8
Xy =-2
Remargue : la courbe (H'") est donc une hyperbol e puisque son équation est delaforme:
k
y = —
X

La courbe (H) image de (H") par une rotation est donc aussi une hyperbole.

HY) |
D1y +)
//
71
------------------ Jo {
1 x
|
|
|
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Exercice 2 Spécialité (5 points)

1. a

Ona: Zs—Zh=2+i=25 — Zn
Ce qui prouve d§ja que ABB'A' est un parallélogramme.
Deplus: AB. AA=2x(-3)+1x6=0
Donc ABB'A' est un rectangle.
b. L'axe(A) est lamédiatrice de [AA]. Lemilieu | de [AA] a pour affixez = —%+ i.

Cherchons une équation de (A).

M y) e (A) & IM. AA=0 < [x+%]x(—3)+(y—l)x6=0 & -2X+4y-5=0

L'équation réduite de (A) est : y= %x+ g

c. Uneréflexion est une similitude indirecte. Son écriture complexe est delaforme:
Z=az+b
La condition s(A) = A" setraduit par :
—2+4di=al+2)+b
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La condition s(B) = B' se traduit par :

S5i=a(3+i)+b
On détermine les complexes a et b en résolvant le systeme constitué des deux équations ci-dessus.
En retranchant membre & membre: 2+i=a(2-1)

; 2
D'ou: a= 2HI_(2+)°_ 3, 4,

2—1i 5 5 5

Puis, on en déduit : b=5i-aB+i)=-1+2i
On abien : z'=[§+ﬂij_z+2i—1

55

2. a Oncdcule:

6 8. . . :
= -=_2 1+2i))+5-i=7-5i
Z [ = ij( )

ZH =

N\

—E—ﬁ'jx(3+i)+5—i=3—7i
5 5

b. L'écriture complexedehest :
Z-(1+i)=-2(z— (1 +1))

CalculonsI'affixe de h(A') :

Z=-2(zx-(1+i)+(1+i)=7-5i
On abien: h(A)=C
CalculonsI'affixe de h(B') :

Z=-2z-(1+i)+(1+i)=3-7i
On abien: h(B)=D

c. Latransformation réciproque h™* de h est I'nomothétie de centre Q et de rapport —% .

Son écriture complexe est : z-(1+1i)= —% (z-@Q+1)
1 3 .
zZ=—=—z+ —(1+i
Sat 51+

3. a L'écriture complexede f = h™ 0 g est donnée en composant |es écritures complexesdegeth™ :

z-_1 K—ﬁ—ﬁij2+5—i}+ 3(1+ i)
2|\ 55 2

[3 4.]— 5 1 3 3
Z=|—-+—=l|z2— =+ =1+ —+ —1I
5 5 2 2 2 2
z=[§+ﬂij_z+2i—1
5 5
On constate que : f=s
On adonc: h'og=s
D'ol : g=hos

Construction du point P image par g d'un point M :
i) construire le symétrique N de M par rapport a (A)
ii) congtruire I'image de N par I'homothétie h, c'est P
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Exercice 3 (4 points)

1. a Loi deprobabilitéde X :

Vaeursx de X 8 5 0 -a
Probabilitésp = P(X = x) | — 2 3 9
15 15 15 15
4
b. On sait que E(X) = z X
i=1

On cherche a pour avoir une espérance nulle:
18-9a=0
a=2
2. a. Laprobabilité qu'un joueur gagne est :

P(X>0)=P((X=8)u (X=5))

Et comme les événements (X = 8) et (X = 5) sont incompatibles:
P(X>0)=P(X=8)+P(X=5)= é

b. On répéte de maniére indépendante n = 5 fois la partie. On note Y e nombre de parties gagnées.

Lavariable aléatoire Y suit donc laloi binomiale de paramétresn =5 et p=é
On calcule dors:
5 128
P(Y=2) = ’(1-p)®= —=-=0,2048
(Y=2) (ZJD( P) o5

1 ;
P(Y=5)=p°= ——=32x 10"
(Y=95)=p"= 355 =32

c. L'espérancedelaloi binomiae est donnée par :
E(Y)=np=5x é:l

En jouant cing fois, e joueur gagne en moyenne une partie.

BAC S2004 - Amérique du nord Page 7 G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net

Exercice 4 (8 points)
Partiel

n

(E):y +y=> e
n:

1. a Par hypothése, lafonction g est dérivable sur R et pour tout réel x on a:
gx¥) =h(x)e*-h(x)e™

On ales équivalences suivantes :
g est solution de (E,) sur R

n
pour tout réd x: g'(x) + g(x) = %e’

X

pour tout réel x : h'(x)e™*— h(x) e *+ h(x) e ™* = X—'e’X
n!
Xﬂ
pour tout rédl x: h'(x)e™ = —'e’X
n!
Et comme I'exponentielle ne sannule pas sur R :
Xﬂ
pour tout réel x: h'(x) = —
n!
b. En primitivant h' nous obtenons :
Xn+1
h(x) = +C ou C est une constante.
(n+1!

Tenant compte de la condition h(0) = 0, il vient C=0d'ou :

n+1

X
h(x) =
) (n+1!
Xn+1
Et finalement, pour tout rédl x : a(x) = e
(n+1!

Nous avons montré, dans cette question, que la fonction g ainsi définie est une solution particuliére de (E,).

2. Dans cette question, on suppose que la fonction g vérifie les mémes hypothéses qu'a la question 1.

a. On ales équivalences suivantes :
¢ est solution de (E,) sur R

n
—X

pour tout réel x : ¢'(X) + () = X—'e
n!

pour tout réel x : ¢'(x) + o(X) = g'(x) + g(X)
(0-9'+(ep-9g=0surR
¢ — g est solution de (F)

b. Lessolutionsy del'équation différentielle (F) : y' = —y sont données par :
y(x) =Ke™ ou K est une constante

c. On aleséquivalences suivantes:
¢ est solution de (E,) sur R

¢ — g est solution de (F)
G. COSTANTINI http://bacamaths.net
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pour tout rédl x : p(x) — g(x) = Ke™*
n+1

(n+1!

pour tout réd x: ¢(X) = e+ Ke™*

d. Lacondition f(0) =0 donne: K=0

Lasolution f recherchée est définie pour tout réel x par :

X —X

Partiell

1. a Lafonction f; est dérivable sur R (comme produit de fonctions qui le sont) et :
fi()=e*—xe*
On constate alors que pour tout réel x :
f1() + f1(x) = €= fo(x)
Lafonction f; est solution, sur R, del'équation différentielley' +y = fo.
b. On considérelapropriété o définiesur N* par :

n

g (n) : pour tout réel x, fn(X) = X—'e’
n!

X

Ona fi(x) =xe*= %ex pour tout réd x d'oll g (1). Lapropriété o estinitialisteen 1.

Soit n e N'. Supposons @ (n) :

n

pour tout réd X, fu(X) = X—'e’X
n!

Nous savons que la fonction f,,,; vérifie sur R I'équation différentielle:
X"
Y+y=fa=—€”*
n!
Et comme f,,,1(0) = 0, la partie | nous permet d'affirmer que pour tout réel x :
n+1

X ~X
fria(¥) = (n+1)! €

D'ol p(n+1).
Lapropriété g est donc héréditaire a partie du rang 1.
Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que pour tout entier n € N” et tout rédl x :

fo) = e
n:

2. a Soitxe[0; 1] donc: -1<—x<0
Par croissance de I'exponentielle : el<e*<1
Commee™ > 0: 0<e’*<1
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n n n

En multipliant par L 0< XLers X
n! n! n!

Xn

Cest-a-dire: 0< fr(¥) < —
n!

En intégrant cette inégalité entre O et 1 :

1
0<I,< J’ X dx
onl!
14N n+1
Or: X_dx: X = 1
on! (n+1n! 0 (n+1)!
. 1
On abien: 0<Ip<
(n+1!

En appliquant le théoreme des gendarmes, on en déduit que la suite (I,,) admet une limite nulle.

b. Par linéarité del'intégrale, on apour tout k € N :
I — 1= ' (X) (X) dx
k kfl__[ofk fra
Et comme, par hypothése, fx — fi1=—f:

=y = Lof[((x) dx=—f(1) = —%e’l

1 1
c. Ona: I0=I0e’xdx=1—e’

Par télescopie, on peut écrire que pour tout entier n e N :

n

Ih—lo= Z(Ik_lk—l)

k=1
n -1
lh—1+el=— e—'
e~ k!
n -1
l,=1— e_'
e~ k!
d. Onavu quelasuite (I,) converge vers 0, donc :
. et
lim —=
N—-+om k!
-1
Et finalement : lim —=e
N—+o0 k!
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