BACCALAUREAT SERIE S - 2004 - ANTILLES GUYANE : CORRIGE

Exercice 1 (4 points)

1. Oncalcule: al=@=3
b= 2% _g
3
2a,+b 11
= ——==
3 3
a+2y 13
b= —=——==
3 3
Figure:
Ao A A, By B, Bo D
0 1 2 3 4 5 6 7 8 X

Cette figure permet de conjecturer que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes (avec (a,) croissante et (by)
décroissante) et convergent vers 4.

2. Pourtoutn e N,ona:

_ (a,+20,)-(28,+b) _bh-a 1

U1 = bn+ — Ol = — Uy
1 1~ Gn1 3 3 3
Lasuite (uy) est donc géométriquederaison: = %

Son termeinitial est : Up=by—ap=6

On en déduit une expression de u, en fonction den :

1" 2
Un:uoqn:6>< [5] = F
3. Comme lasuite (u,) est strictement positive (son termeinitial et saraison le sont), on apour tout n € N :
a < by
Géométriquement, cela signifie que chaque point A, est situé a gauche de son homologue B, sur la droite D.
Etude du sens de variation de la suite (a,). Pour toutn € N, on a:

2a, + -
8n1— @ = a”Tq“ — 8= Q“Ta”
Et comme a, < b, il vient : an1—an>0
La suite (a,) est strictement croissante.
Géométriquement, cela signifie que chaque point A, est situé a gauche de son successeur A,,1 sur D.

Etude du sens de variation de la suite (b,). Pour toutn € N, on a:

bn+l_bn: an+2bh_bn: an_t%
3 3

Et comme a, < b,, il vient : P — by <0
La suite (by) est strictement décroissante.
Géométriquement, cela signifie que chaque point B, est situé a droite de son successeur B,,,; sur D.

4. Commelaraison g delasuite (u,) est dansl'intervalle]-1, 1], cette suite converge vers 0.
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Récapitulons. On a:

(a,) croissante
(by,) décroissante

lim(b, - &,)=0
n—oo
Cequi signifie que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.
5. Pourtoutne N,ona:

_ (8. +20,)+ (23, +by)

=ap+b,=v,
3 an

Vi1

Lasuite (v,) est donc constante égale a: Vo=ap+hbp=8

Le milieu du segment [A,B,] a pour abscisse a”—;q“ = V—2”= 4. 11 est indépendant de n.

Les segments [A,B;] ont donc méme milieu | d'abscisse 4.

6. Comme les suites (a,) et (b,) sont adjacentes, elles convergent vers une méme limite /.
Lasuite (v,) (qui est la somme des suites (ay) et (b,)) converge donc vers 2¢.
Or, lalimite dela suite (v,) est 8 d'ou : L=4

Géométriquement, que que soit l'intervalle J =]4 — ¢ ; 4 + ¢[, il existe un rang N a partir duqud toutes les

abscisses a, €t by, sont dans J.

Exercice 2 (7 points)

1. Uneprimitivedet — % sur l'intervalle[0; a] estt +— In(1 +t).

+1
D'ol: lo(@) = I:Fltdtz [In(1+t)]g=In(l+a)—|n1=|n(1+a)
. 2 t-a
2. Ona: l,(a) = J’O o dt
Posons : ut)=t—-a e V(@)= (1+1t)2
Ainsi : Ui =1 e v(t)=—1—it

Uneintégration par partiesdonne aors:

t-a]® a1
lh@=|-—| +| —dt
1@ [ 1+t}0 I01+t

() =—a+In(1+a)

3. Posonscettefoispour k e N™ @ u(t) = (t— )" et V() = %
(1+t)*"
o vy V" __ 1
Ains : ut) =(kk+1)(t-a) et vt) —(k+1)(1+t)k+l
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Uneintégration par partiesdonne aors:

lea(a) = a(t—a)"”dt:{_ (t—a)k+t }+Ik(a)

0 (L+t)k+2 (K+D@+1) |,
~ (_1)k+lak+l
|k+l(a) = T + |k(a)

4. D'apréslaquestion précédente appliquée avec k=1, 2, 3, 4 on obtient :

2 2

Ix(a) = —+Il(a) a?—a+ln(1+a)
3 3 2
l5(a) = ——+I2(a) 2.2 a+in+a)
3 2
4 4 3 2
a~ a a
a —+I a=—-—+—-a+In(l+a
la(a) = 3(a) = 2 313 (1+a)
5 5 4 3 2
a’ a a a
a ——+I a=——+—-—+—-a+In(l+a
Is(a) = 4(a) = =t 7 373 (1+a)
Finalement, on a bien : Is(@) =In(1+ a) — P(a)
a t-af]" a°
5. Ona: J(a)=I (t-a)’di=|— | =—=-
0 6 0 6
6. a Partonsdel'encadrement : O<t<a
En retranchant a : t-a<o0

Par croissance de |'application x > x> sur R_, il vient :
(t-a)°<0
Par ailleurs, il est clair que pour toutt = 0 :
1+t>=1
Par croissance de |'application x > x° sur [1; +oo[, il vient :
A+t°=>1
Puis par décroissance delafonction inverse sur [1 ; +oof :

1

<1
(1+t)6

Et en multipliant par (t —a)° < 0

t—a)° 5
((1+?))6 > (t-a)

b. Comme(t—a)®<0et(1+1)°>0,ona:

(t—a)®< &

(1+1)°

En intégrant cet encadrement entre O et a (a éant positif), nous obtenons ;
Ja)<ls(@ <0

7. D'apréslaquestion 4, on apour tout a € [0 ; +oo] :
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In(1 +a) — P(a)| = [Is(a)l

Mais d'aprésla question 6.b. : 0 < |Is(@)] < N(a)]

D'oli : In(1 + &) - P(a)| < [J(a)]
a6

Et dapréslaquestion 5: In(1+a) - P@)| < 5

8. Pour que P(a) soit une valeur approchée de In(1 + a) 4107 prés, il suffit que:

a6

£ <10
6

a®<6x10°

S aest nul alors cette inégalité est vérifiée. Supposons désormaisa € R’ .
Par croissance de l'application t > tY/6 sur 10 ; +oo[ (car %> 0), il vient :

a < 0,006"°

Un intervalle sur lequel P(a) est une valeur approchéedeIn(l+a) 2107 présest :
[0 0,006

Une valeur approchée, par défaut, 2107 prés de 0,006"° est 0,42.

L'intervalle suivant convient également : [0;0,42]

Exercice 3 (4 points)

Bien qu'aucune justification ne soit demandée dans cet exercice, on donne dans un but pédagogique quel ques

explications.
z=—\/2+«/§+i\/2—«/§
1. Oncacule:
Pour gagner du temps, on
22:2+\/§—2i \/2+\/§ 2—\/§+i2(2—\/§) pouvait se contenter de calculer
juste la partie imaginaire qui
Z=242-22 permettait a dlle seule de
Réponse B trancher.
LT
2. Ona: Z=2J2(1-i)=4 Q—iﬁ — 4| cos| - T |4isin| ~Z||=4e 4
2 2 4 4
Réponse B

3. Puisgu'on nous donne 4 propositions, on peut les dever au carré et voir celle qui donneraZ :
iﬁ 2 i T
228 | =4e4=4e 4=7

On contrdle tout de méme les suivantes (il existe plusieurs nombres complexes dont le carré vaut 7) :
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LN i
208 | =4e4z 7
.51 2 .5 .3t
i— i— —i=
[ZeBJ =ded=4e 427

AT
28 | =4e427
Réponse A

Question |égitime : sil ne nous est pas donné de propositions de réponses, comment déterminer la forme

exponentielle de z connaissant celle de Z ? On procéde ainsi :
On pose : z=pe®
Ains : Z=p’e™
Or, deux nombres complexes sont égaux s et seulement s ils ont méme module et des arguments égaux
modulo 27, ce qui permet d'écrire le systéme suivant :

p*=4

T

20 = 2 [2n]

Et comme un module est toujours positif, ce systeme équivaut a :
p=2

T
0=——[n
5 (]
Les arguments possibles de z sont donc de laforme:
0=—"1kn, keZ
8
Cherchons les différentes valeurs de k pour lesquelles 6 € ]-r ; =] (argument principal) :

T
—Tt<—§+krr<rr

<k <

o~
| w©

Et commek est un entier : k=0ouk=1

. T
Lin
Les solutions de I'équation 2 = 4e 4 sont donc :

m In

i i
z1=2e 8 & z=2e8

Or, le nombre complexe z= —\/2+«/§ +i\/2—«/§ a sa partie rédle négative donc ¢a ne peut pas étre z,.

i
D'ou : z=2e 8
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Tn

i
4. Puisquez=2e 8 , il sécrit sousforme trigonométrique :

()

Par identification, il vient : cos(hj: V2442 et sin(hj 2-V2

8 2 2

8

Réponse A

Exercice 4 (5 points)

1. a Soit H lecentre de gravité du triangle ABD. Par associativité, on aains :

G| [AlB]c[p]| [H]C
2| [1]1]a]1] [3]-1

On adonc: HG,

Et dapréslarelation deChasles: 3HG, — CH — HG, =0

Cette derniére relation permet de construire facilement le point G;.
b. Toujours par associativité, on a:

G | |AlB|D]| |[I'|D
4 112 [2]2

Donc G; est le milieu du segment [I1D].
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c. CommeG, est lebarycentrede{(A, 1) ; (B,1); (C, -1); (D, 1)}, on apour tout point M de |'espace :

A+MB-MC + MD =2MG,

En spéciaisant M = | : 21G,=-IC+1D=CD=2JD

Donc le quadrilatére 1G;DJ est bien un parallélogramme.
On en déduit que G, est le milieu du segment [G,J].
2. a Lebarycentre G, existe s et seulement si la somme des coefficients est non nulle:

1+1+(M-2)+m=0

m=0
D'ou: =R
b. Toujours par associativité, on a:
G, A{B| C D I C D

2m 1|1 |m-2|m 2/m-2|m

Donc le point Gy, est bien situé dans le plan (ICD).
c. Comme G, est le barycentrede{(l, 2) ; (C, m—2) ; (D, m)}, on a pour tout point M de I'espace :
2MI + (m—-2) MC + mMD = 2mMG,,
En spécialisant M = J:
23 +(m-2)JC+mJD=2mJG,
Mais comme J est le milieu de [CD], onamJC + mJD = 0, d'o :
2J -2JC=2mJG,

mJG,, =

l

@)

|
On a prouvé que le vecteur mJG,, est constant égal & Cl .

d. Soit 7 ladroite passant par J et dirigée par le vecteur CI .
Comme, pour tout m e R, ona JG,, = 1 , on en déduit que Gy, € 2 \{J}.
m

Réciproquement, si Z est un point de & \ {J}, dlorsil existeunréel t € R tel que:

JZ=tCl
Enpo&antmzé,ilvient: J—Zzi—l
t m
D'ol : Z=Gp
Conclusion : F =9\{J}
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2.

Exercice 4 Spécialité (5 points)
1.

Voir ci-dessous.

a

L'image de la droite (BC) par le quart de tour direct r est la droite passant par r(B) = D et
perpendiculaire a (BC), c'est-a-dire (CD).
Par définition du point R: R=8n (BC)
Et comme § est perpendiculaire a (AP) :
r(R)=r(6 n (BC)) =r(8) nr((BC)) = (AP) » (CD) =Q

Ecrivons: P = (AP) N (BC)
Ainsi : r(P) = r((AP) n (BC)) = r((AP)) n r((BC)) =6 n (CD) =S
Commer est un quart de tour direct de centre A, on déduit de la question précédente que :

ARQ et APS sont des triangles rectanglesisocdesdirectsen A

Comme ARQ est un triangle rectangleisocéle direct en A et que M est le milieu de [RQ], on a:
(AR AM ) =2
4
2 pm
2
On en déduit : R =M
De méme en raisonnant dans APS: s(P)=N

Puisque s(P) = N, le lieu géométrique du point N quand P décrit ]BC] est 5(]BC]) = ]OD]
Par construction, les points R, B, P et C sont alignés.

Or, lesimages respectives de ces quatre points par lasimilitude ssont M, O, N et D.

Par conservation de l'alignement les points M, O, N et D sont donc alignés.

Et comme B € (OD), on al'alignement des points M, B, N et D.
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