BACCALAUREAT SERIE S - 2004 - LIBAN : CORRIGE

Exercice 1 (4 points)

Notons M, S, AT, H et F les événements suivants :

M : "le membre interrogé est un médecin”

S: "le membre interrogé est un soignant”

AT : "le membreinterrogé est un administratif ou technique"
H : "le membre interrogé est un homme"

F : "le membre interrogé est une femme"

Les données de I'énoncé se traduisent par I'arbre suivant :

P(M) =0,12 P(S =071 P(AT) = 0,17

Pu(H) = 0,67 Pu(F)=0,33 P<(H) = 0,08 P<(F) =0,92 Par(H) Par(F)

1. a Probabilité dinterroger une femme soignante :
P(SCF)=PgF)" P(§=0,92" 0,71=0,6532
b. Probabilité d'interroger une femme médecin :
P(M C F) =Py(F) "~ P(M)=0,33" 0,12 = 0,0396
c. D'apréslaformule des probabilités totales appliquée ala partition M E SE AT, ona:
PF)=P(MCF)+P(SCF)+PATC F)
D'ol la probahilité d'interroger une femme AT :
PATCF)=P(F)- PMCF)- P(SCF)
P(ATC F) =0,8- 0,0396 - 0,6532 =0,1072
On en déduit la probahilité d'interroger une femme sachant que la personne fait partie du personnel AT :

P(ATCF) _ 0,1072
P(AT) 0,17

Par(F) = ~ 0,6306 a10 * prés

2. Notons T lavariable aléatoire égale au temps du trajet domicile-hdpital de la personne interrogée.

Raisonnons en minutes. Comme T suit uneloi uniformesur [0 ; 60], ona:

_20-15_ 1

60 12

P(15 < T < 20)

P(15 < T < 20) = 0,0833 410 “ prés

3. Considérons I'expérience E qui consiste a envoyer le courier publicitaire a une personne parmi les 40.
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Nous allons considérer deux issues complémentaires a cette expérience qui sont "le courier arrive a un
médecin” (Succes) et son contraire. La probabilité p d'obtenir un succés est :

p=P(M)=0,12
On répéte maintenant n = 40 fois |'expérience E de maniére indépendante.

Notons X la variable al éatoire égale au nombre de succes, c'est-a-dire au nombre de lettres qui vont parvenir

aun médecin. Lavariable aléatoire X suit donc laloi binomiale de paramétren=40et p = o
Nous avons donc :
06
P(X = 10) = 2‘4 20,12 0,88 ~ 0,0113 2 10°* prés
é10g
Exercice 2 (5 points)
1. Onrésout : (z- 2)(Z- 2z+2)=0

Un produit de facteurs est nul s et seulement s I'un des facteurs est nul :
z-2i=0ou Z-2z+2=0
On peut calculer le discriminant du trindme Z - 2z + 2 ou plus efficacement canoniser puis factoriser :
Z-2z+2=(z- 1)’+1=(z- 1)*- i’=(z- 1- i)z- 1+i)
On en déduit les trois solutions compl exes de notre équation sous forme algébrique :
S={2i;1+i;1-i}

Donnons ces solutions sous forme exponentielle :

iP
2i=2e?
o} p
1+i=42 @Hﬁi: V2 RosP +isnPOo= 2 ¢4
2 5 & 2}
_iP
De méme: 1-i=42¢e 4
. Z- Zg
2. Onadonc, pour tout z* 2z, : Z=
Z' ZA

a Lorsquez=zs, onaz =0 qui est bien un imaginaire pur, doncB1 (E).

Déerminons (E) en utilisant la caractérisation suivante :
Z imaginairepur U (Z =0 ouarg(?) = %[p])

Z imaginairepur U (z=2z ou (M%ﬂ) = %[p])
Z imaginairepur U (M =B ou M appartient au cercle de diamétre [AB] privé de A et B)
Z imaginairepur U M appartient au cercle de diamétre [AB] privé de A
Conclusion : (E) est le cercle de diamétre [AB] privé de A
b. Les conditions suivantes sont équivalentes :
[Z|=1 et z* z,
AM=BM eéM? A
On en déduit que (F) est la médiatrice du segment [AB].
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3. L'écriture complexedelarotation Rest :
Z- aE§+§|9—iae ae}+§|0_0
&2 8 2%

Z=iz+4+i

a. AffixedeB =R(B): Zy=izg+4+i=2+i
Affixedel' = R(l) : z.:iz|+4+i:g+§i

b. On constate facilement que | est le milieu de [AB]. L'ensemble (E) est donc le cercle de centre | de
diamétre [AB] privé du point A. Son image par R est donc le cercle de méme diamétre (une rotation
conserve les longueurs) de centrel' et privé du point A' = R(A) d'affixe 3 + 2i.

L'image de (F) par R est la médiatrice du segment [A'B'].
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1

Exercice 2 Spécialité (5 points)

L'écriture complexe d'une similitude directe | est delaforme:
Z=az+b (oual C ebl C)
Comme les points A et C sont distincts, on sait qu'il existe une unique similitude directe | telle que:
1(A)=B et {(C)=D

Expliquons pourquoi : les conditions ci-dessus se traduisent par le systéme (dont lesinconnues sont a et b) :

jazy+b =1z,
%azC +b=1z,

En retranchant membre a membre : AZa- Z)=2- 2
e -7
Et comme At C, lecomplexeaexiste: a=———
Zp- ¢
On en déduit I'existence de b : b=2z- azy

Ces calculs démontrent que I'existence de | est subordonnée a la condition A1 C. Elle permet de plus de
déterminer | . Ici, celadonne:

2-4i

a= =i e b=z-iza=2
-4- 2 2 12
L'écriture complexe de| est donc: Z=iz+2 (Ey)
Résolvons I'équation au(x) point(s) fixe(s) :  w=iw+2 (E2)
On trouve: w:i:izlﬂ
1-a 1-i
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Enfin, en effectuant (E,) - (E,), nous obtenons :

Z-w=i(z- w)

Nous reconnaissons I'écriture complexe d'une rotation d'angle % et decentrel(1 +1i)
3. L'écriture complexede R est : Z- (3+5)=-i(z- (3+5i))
Z=-iz- 2+8i

Calculons'affixe del'image de A :

-izy- 2- 8i=-1+6i
Donc: R(A) =D
Calculons|'affixedel'imagede C :

-izc-2-8i=1+2

Donc: R(C)=B
4. On sait que: R([AC]) = [DB]
Par conservation du milieu, il vient : R(M) =N

En conséguence, letriangle MJIN est rectangle isocde direct en J.

De méme, on sait que: i ([AC]) =[BD]

Par conservation du milieu, il vient : 1 (M) =N

En conséquence, letriangle MIN est rectangleisocdeindirect en |.

On en déduit que IMJIN est un carré (direct).
5. a Pestl'imagedel par lequart detour direct decentreB :

- =iz - z)
p=2+2i
(Un caleul éait-il vraiment nécessaire vu la configuration ?)

Qest I'image de | par le quart detour direct de centreD :
- =1(z- 2)
Z=4+8i
b. Lerapport entreladiagonale d'un carré et son coté est égal a2 :
IP_IQ_ 5

IA IC

L'angle géométrique entre la diagonale d'un carré et son coté est égal a % :

ur uur uur uuw
— _p
IAIP)=(IC, IQ)=~
( A ) ( Q) 4

Comme A et C sont distincts, il existe une unique similitude g telle que g(A) =P et g(C) = Q.

D'aprés ce qui précede, son centre est |, son rapport est V2 et son angle % .

c. OnavuquelMJIN est un carrédirect donc: g(M) =J
Par conservation du milieu, on peut en déduire que :
Jest lemilieu de [PQ]
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Exercice 3 (4 points)

1. On rappelleles données: x1 R, etkentier avec k > x
a. On considére la propriété définie pour n = k par :

~ K" kK
A(n):ﬁsW

Il est clair quel'on aA (k) donc la propriéé A est initialisée au rang k.
Soit n un certain entier supérieur ou égal a k. Supposons A (n) :
Onaadors:
KL K" k A kX kK ek gk
< ’ < ’

< < —

(n+)! ! (n+) k! (n+1) k!

D'oUA (n+1)
Lapropriété A est donc héréditaire & partir du rang k.
Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que la propriété A est vraie pour tout entier n
supérieur ou égal ak:
n k
Kk
n! k!
b. Pour tout entier n supérieur ou égal ak, on aen utilisant la propriéé A (n)
n N n A(n) Nk
X 0. KT Taxs K
n &g nl kg k!
¢. Puisque x est un réd positif, on al'encadrement :

o< X O K

nl - Ekgy k!
w(..ﬂ
Par ailleurs, on k> x = 0 donc : lim —2 =0
n® +¥ 8kg
Du théoreme des gendarmes, on en déduit :
n
lim X =0
n®+¥ nl
n k

Remargue : s on sait que e*= I(i)m¥ é _)Ii' (ce qui peut faire I'objet d'un exercice), on en déduit
+
k=0 "

immeédiatement ce résultat puisque le terme général d'une série convergente tend nécessairement vers 0.
2. a Ecrivons, pour tout entier n supérieur ou égal a2 :

n, , n
2 7 n-1

n"1 .n, . n ., 1
2 7 n-1 n

nl

=

Comme chacun des n - 1 facteurs de ce produit est supérieur ou égal a1, on abien:

n-1
N1
n!
nﬂ
En multipliant cette inégalitéparn = 2 : —=n
n!
nﬂ
D'ou, par comparaison : lim — =+¥
n®+¥ nl
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Exercice 4 (7 points)

1. Limitede! en +¥ :

Ona:

Donc, par inverse:
En multipliant par 2 :
Par ailleurs:

Donc, par somme:

Limitede! en-¥ :

Ona:

D'ol :

Par ailleurs :

Donc, par somme:

2. Pour tout réd x, on a:

Autrement dit :

lim (e°+1)=+¥
X® +¥

1
lim =0
x® +¥ X +1

2
lim =0
x® +¥ X +1

lim (x+In4)=+¥

X® +¥
lim &+ina+ 2 2:+¥
x® & e’ +lg

lim (e*+1) =1
x®-¥( )

lim =
x®-¥ X 41

1
2

lim (x+In4)=-¥
X® - ¥

lim &+ina+ 2 2:-¥
@ ¥ & e +10
:(x)+:(-x):§<+ln4+ - 12+§e-x+ln4+ X2 12
e +1lg e " +lg

eX+1+ef+1

L) +1(-X)=2In4+ 2—(ex DE D

1) +1(-X)=2In4+2

09+ EN i
2

Interprétation : soit M(x, | (X)) un point de la courbe (C) et M'(X', y') son symétrique par rapport au point A.

Comme A est lemilieu de [MM', il vient :

Les coordonnées du point M' sont donc :

Donc:

%X;Xq::xA—O

II

} ' (X)2+y¢= Ya=1+In4

I XC¢=-x

T +ye_ 1 (0+1(-X)

t 2 2
‘!x¢:-x
fye=1 (%)
(X1 (- %))
M'T (C)

On amontré que pour tout point M de (C), son symétrique M' par rapport a A est aussi sur (C).

La courbe (C) admet donc le point A pour centre de symétrie.
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_ju(x) =x+In4

3. Lafonction | est dutype: I =u+ ou

<IN

i
f v(x)=e*+1
Comme lesfonctions u et v sont dérivables sur R et v non nullesur R, lafonction | est dérivablesur R et :

ve
'=u - 2—
1 V2
2e*

Ce qui donne, pour tout réel x : ' =1- ——
q p (%) @ +1?
On réduit au méme dénominateur afin d'éudier plus facilement lesignede| ' :

X +2e" +1- 2¢° _ e +1
(ex +1)2 (ex +1)2

() =

Comme |'exponentielle est une fonction strictement positive, on en déduit que pour tout réel x :
') >0
Lafonction| est strictement croissante sur R.

Résumons les informations des questions 1 et 3 dans un tableau :

X|-¥ +¥
Signede! " +
Variations +¥
dela
fonction | -¥

4. a Lafonction| est continue et strictement croissante sur R et I'image de R, par |, est R.
D'aprés le théoreme de bijection, on en déduit que pour tout rée m, I'équation | (X) = m admet une
unique solution dans R.

b. On localise grossiérement la solution a a I'aide du graphique (ou de la calculatrice), on remarque que

1<a<2 e onrecherche un encadrement plusfin en effectuant un balayage :

X 1,0 11 12 13 14 15

(%) 2,92 2,99 3,05 3,11

Un encadrement dea a 10" présest :

11 <ax<l2
En effet, 1(1,1)<3 et!(1,2)>3
c. Onavu que pour tout réel x : 1) +1(-X)=2In4+2
En spécidlisant x=a: l@+i(-a)=2In4+2
Maiscomme| (a) = 3: 1-a)=2In4-1

Leréd - aest donc I'unique solution del'éguation | (X) =mavecm=2In4- 1.
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5. a En réduisant au méme dénominateur la quantité suivante :

5. 2" 2
e+l e +1
On en déduit que, pour tout rédl x :
X
X+2+In4- =x+In4+ =1 (¥
e +1 e +1

b. Etudions, lalimite lorsque x tend vers +¥ dela quantité:
X)) - (x+In4)= 2
e +1

D'olr : lim [ (X)- (x+In4)]=0
X® +¥
Ladroite (D) d'équation y = x + In 4 est bien une asymptote oblique ala courbe en +¥.

De méme, en utilisant le résultat dela question 5.a. :

2e*
e +1

1) - (x+2+In4)=-
Et comme I(;m¥ e* =0, nous en déduisons :
X® -

XI(ér_n¥ [(X)- (x+2+In4)]=0

Ladroite (D) d'éguation y = x + 2 + In 4 est bien une asymptote oblique ala courbe en - ¥.
Enfin, I'exponentielle étant strictement positive sur R, nous avons:
2
e +1

(X)) - x+In4)>0

>0

Cequi prouve que la courbe (C) est au dessus de son asymptote (D)
6. a L'intégrale I(a) représente I'aire délimitée par la courbe (C), son asymptote (D) et les deux droites
verticales d'équations respectives x = 0 et x = a (exprimée en unités d'aires)
b. En utilisant le résultat de la question 5.a., nous avons :

age g 0 . .a
I(d)=2pQ cl- —dx= 2€x- In(e*+)U =2[a- In(e* +1) +In2] = 2[In(€®) - In(e* + 1) +In 2
(@) le eX+1E,X & n(e )UO [a- In(e" +1)+In2] =2[In(e) - In(e” + 1) +In 2]

&2 0

I(a) :2Ing n

e +1E
c. Onrésout I'équation : I(a)=1

a&2® 01

Ingea +1E, 2

2e?

e +1
26" = Je (68 + 1)

ea(2- «/é) = Je
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Et comme2- /el 0:

Et comme2- /e>0:
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