BACCALAUREAT SERIE S - 2005 - AMERIQUE DU NORD : CORRIGE

Exercice 1 (4 points)
Bien qu'aucune justification ne soit demandée dans cet exercice,
on donne dans un but pédagogique quel ques explications.
1. On commence par faire une figure pour émettre une conjecture puis on vérifie par le calcul.

Notonsa=-2+3i,b=-3-ietc=2,08+ 1,98 lesaffixesrespectivesdeA, B et C.

D'aprés la figure, il semble bien que le triangle ABC ne soit pas isocéle (il aurait fallu que le point C ait
pour affixec =2 + 2i) et est peut-étre rectangle en A.
Contrdle de I'orthogonalité des droites (AB) et (AC) :

c-a_ 4,08-1,02i _ (4,08-1,02)(-1+4i) _ —4,08+4,32i +1,02i +4,08 _ 534

b-a ~1-4i (-1-4i)(-1+4i) (—1—4i)(-1+ 4i) 17

Comme F est unimaginairepur,ona: (AB) L (AC)

On peut aussi obtenir ce résultat en utilisant le produit scalaire puisque:

—_|-1 —.|408
AB| . AC =-4,08+4,08=0
-4 ~1,02

Letriangle ABC est donc rectangle en A.
Calcul deslongueurs: AB=|b—a|=|-1-4i|=+17 ~ 4,12 3102 prés

204)2 J{ 5_1]2 Jas217  FExAP? 5117
50 50

50 50 50

AC = |c - a| = [4,08 — 1,02i| = [ =~ 4,212107 prés

Letriangle ABC n'est donc pasisocde.

Conclusion : Réponse (b) : rectangle et non isocéle
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2. Notons A le point d'affixe a = 4i et B le point d'affixeb=-2. Onaains :

z-a
Z-b

L'ensemble des points M d'affixe Z tel quez= -2 et [Z| = 1 est donc tel que:

7=

z#-2 e |z—a|=|z- b
En interprétant géométriquement : M=B & AM=BM
L'ensemble recherché est donc la médiatrice du segment [AB].

Réponse (b) : unedroite

3. LenombrecomplexeZ est réel si et seulement si il existek € R tel que:

z2b e 222k
z-b

Cequi se traduit géométriquement par : M = B et AM =k BM
Autrement dit : M € (AB) \ {B}
Variante: Zestréd < (Z=0 ou ag(zZ)=0[n)])

Zréd < (z=a ou arg(z;f)lj=0[n],z¢ a,z#b)
Z_

Zréd < (M=A ou (BM,AM)=0{[r], M =A M = B)
Zréed < (M=A ou M e (AB)\{A; B})
Zréd < (M e (AB)\{B})

Réponse (c) : unedroite privée d'un point

4. L'écriture complexe de larotation de centre D(i) et d'angle —% est:

Z-i= e'%(z— i) = (E—ﬁiJ(z—i)z (i—ﬁiJz— 1
2 2 2 2
Réponse (a)

Exercice 2 (6 points)

1. Lafonction f est delaforme: f= u ol {
v

Note: il n'y apaslieu de priver la
médiatrice dun point. En effet, le
point daffixe -2 n'est pas sur la
médiatrice du segment [AB].

Rappe : le nombre complexe nul
n'‘apas dargument !

Rappel : un angle orienté n'a de
sens que lorsque les vecteurs sont

nonnuls !

V3

u(x) =2x+1
v(X) =x+1

Lesfonctionsu et v sont dérivables sur [0 ; 2] (puisque affines), donc f |'est également et on a:

. uv-uwv
=2
. :2(x+1)—(2x+1): 1
) (x+1)2 (x+1)2

Comme f' est strictement positive sur [0 ; 2], f est strictement croissante sur [0 ; 2].

Soitxe[1;2]: 1<x<2
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En appliquant la fonction f qui est croissantesur [1; 2] :

fQ) <) <12

nm

< f(¥) <

M|

Et comme f(1) = :_23 e f(2) = g:

f)ell;2]
2. a. On congruit sur le graphique les trois premiers termes des suites (u,) et (v,) a l'aide de la droite A

D'ol :

X qui permet de ramener les termes de la suite sur |'axe des abscisses.

d'équation y
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Le graphique permet de conjecturer que la suite (u,) est croissante, que la suite (v,) est décroissante et

que les deux suites convergent versun mémeréel comprisentre 1,6 et 1,7.
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b. On considére la propriété g définie pour tout entier naturel n par :
M) : 1<V <V, <2

o Commevy=2¢etv,;=f(2)= g on a ¢ (0). Lapropriété g estinitialisteen 0.

e  SUpPOSONS que, pour un certain entier naturel n, on ait @ (n) :
1<vypisSv,<2
Comme f est croissante sur l'intervalle[1; 2] :

@) < f(vard) < flvo) < f(2)

Et commel <

N w

et§<2:
3

Cequi est p(n+1).
Lapropriété g est donc héréditaire a partir den=0
Conclusion : la propriété o est initialisée en 0 et hééditaire a partir du rang 0. Du principe de
raisonnement par récurrence, on en déduit qu'elle est vraie pour tout entier nature n.
Pour tout entier naturel n : 1<V SV <2
On démontre de méme que : I1<us< U1 <2
c. Pour tout entier naturel n, on a:
v, +1  2u,+1  2uv,+2v,+u,+1-2uyv, -2u, -V, -1

v,+1 u, +1 - (v, +D(u, +D

n

Vi1 — Unpr = f(Vn) - f(un) =

Vot~ Uy = —nh
n+1 n+1 (Vn +1)(Un i 1)
On considére la propriété Q(n) définie pour tout entier naturel n par :
Q) :va—u, =0

e Commevy—Uy=1e€tv,—u;= S_ §=%< %,onaQ(O).

e SUpPOSONS que, pour un certain entier naturel n, on ait Q(n) :
Vi—Uy, =0
Comme (v, + 1)(un + 1) est positif (d'aprés la question 2.b.), le signe de vy.; — Un,; €st le méme que
celui de v, — u, qui est positif par hypothése de récurrence donc :

Vi1 — Unga =0

Cequi est Q(n + 1).
On adonc, pour tout entier naturel n : Va—U, =0
Par ailleurs, toujours d'apresla question 2.b. on a:
M+ Du+1) =4
Et par décroissance de lafonction inversesur R :
1 |
(v, +D(u,+D) 4

=Y

Et en multipliant par v, — u, qui est positif d'aprés ce qui précede :
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v, — U, 1

— <= (Vy— Up)
vV, +D(u,+D) 4

1
Vi1 — Unga < Z (Vn - un)

d. On considére la propriété R définie pour tout entier naturel n par :

: 1y
R(N) : Vo — Uy < (Zj

On avy — ug=1dou R(0).

Supposons que, pour un certain entier naturel n, on ait R(n) :
. , 1 (1Y
Alors, d'apréslaquestion 2.c. : Vi1 — Uppr < 2 X 2

Cequi est R(n + 1).

On adonc, pour tout entier naturel n: vy — U, < [%)

e. D'apréslesquestions 2.c. et 2.d. on a pour tout entier naturel n :

1n
OSVn—UHS[Zj

Or E e ]-1; 1], donc: lim (EJ =0
4 n—>+w 4
(Limite d'une suite géométrique deraison q € 1-1;1[)
Et d'apres le théoreme desgendarmes:  lim (v, —u,) =0

Récapitulons: (un) est croissante
(vn) est décroissante
(Vn — Up) convergevers0

Les suites (uy,) €t (v,,) sont adjacentes. Elles convergent donc versun mémeréd o (dans[1; 2]).

On sait que: Uniz = f(Un)
Par passage alalimite: lim up ;= lim f(uy)
Et comme f est continue sur [1; 2]: o= f(o)
200+1
o=
o+l

oafa+1)=20+1
a?-a—-1=0

On calculelediscriminant A = b? — 4ac=\/§ et on obtient :

1-5 1+4/5
OL=T ou a= 5

Maiscommeo € [1; 2] : o= —1+2\E’ ~ 1,618 210 prés ‘ Cettelimite est le nombre dor.
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Exercice 3 (5 points)

1. a Onsait que: lim e*=0
X—>+00
Donc: lim (2-€7)=2
X—>+00
Par ailleurs: lim (x—1) =+w
X—>+00
Donc, par produit : lim f(X) =+4o

X—>+00
b. Pour tout réel x de[0, +oo[, 0n a:
fX)—(2x-2)=x-1)(2-€)-(2x-2)=(1-x) e*=e*—xe~*

On sait que: lim xe€*=0¢& |lim €*=0
X—>+00 X—>+00
Donc, par différence: lim f(x)—(2x-2)=0
X—>+00

Ce qui prouve que ladroite A d'équation y = 2x — 2 est asymptote oblique ala courbe C en +oo.
c. Onavuque: fX)—(2x-2)=(1-x) €~

On en déduit que:

e Sur[0; 1], lacourbe C est au-dessus de son asymptote A.

e Sur[1, +oo[, lacourbe C est en dessous de son asymptote A.

2. a Lafonction f est delaforme: f=uv

ol { u(x) = x-1

v(x)=2-¢"

Lesfonction u et v sont dérivables sur [0, +oo[ donc f |'est également et on a:

f=uv+u
Cequi donne: fX=2-€e9)+x-1)e*=xe*+2(1-¢€)
b. Lorsguex >0, on a—x < 0 et par stricte croissance de I'exponentielle :
e*<é
D'ol : 1-e*>0
Par ailleurs, commex > 0: Xxe*>0

La somme de quantités strictement positives étant strictement positive, on a pour tout réel x> 0:
(x>0
c. Onaf'(0)=0. Lafonction f est strictement croissante (sa dérivée ne sannule qu'en un point isolé).

Tableau de variation de f :

x| 0 ~+00

Sgnedeladéivée ' [0 +
Variation 400
dela /
fonction f -1

3. Surl'intervalle[1; 3], lacourbe C est en dessous de A, I'aire en question est donc donnée par l'intégrale:

[ 1ex-2)- r(91dx= [ (x-De

Posons : ux)=x-1 et v(x)=—€>*
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Lesfonctions u et v sont dérivables sur [1 ; 3] et de dérivées continuessur [1; 3] :
U =1e vix) =€~

Une intégration par parties donne alors:
*(x—De* dx= [ (x—1)(-* *y exdx= [ (x-1)(-e*)-e* = xe*]’=-3e%+et ua
, (=D (x=1(-e™) |+ ], (x=1)(-e”)-e™ | = [ ],

Or, une unité d'aire correspond & 4 cm?. L'aire du domaine plan déimité par la courbe C, la droite A et les
droites d'éguationsx = 1 et x = 3 est donc :

f—gzamuﬁamims
e (S)

4. a. On cherchele point dela courbe C dont I'abscisse x est telle que :
f¥=2
Xe*X+2(1l-e%)=2
(x-2)e*=0
X=2
On calculel'imagede 2 : f(2=2-¢?
Lacourbe C aunetangente T parallélea A au point A2 ; 2 — e).
b. Nous devons calculer la distance entre un point A(xa ; Ya) € une droite A. Plagons-nous dans le cas
général et procédons de la méme maniére que pour le calcul de la distance entre un point et un plan.
Notons ax + by + ¢ = 0 une équation de la droite A. Un vecteur normal & A est par exemple n(a ; b).

Notons H(x4 ; yn) le projeté orthogonal de A sur A.

Comme les vecteurs n et AH sont colinéaires, on a en calculant de deux fagons |ﬁﬁ| :

|ﬁ.ﬁ|= la(xi — Xa) + by — ya)| = va? +b? x AH
Mais comme le point H est sur ladroite A, ona:
axy+byy+c=0
|ax, + by, +¢|
Jal + b’

Ici, un vecteur directeur deladroite A est u (1 ; 2). Un vecteur normal & A est par exemple n (2 ; -1).

D'ol : AH =

Ladistance entrelepoint A et ladroite A est alors:

2%, — Y, -2 1 N
d(A, A) = [2% = Ya = u.d. (unité de distance
A8)=——=gp e )
. 2 CamD
Cequi donneencm : ——=>~0,12cm al0 “pres
a N P
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Représentation graphique : (unités non respectées)
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Exercice 4 (5 points) OBLIGATOIRE

1. a Siledéindique 1, lejoueur gagne avec une probabilité de % (puisgu'il y a 4 voyelles sur un total de 10

lettres) : P, (G) = %

Si ledéindique 2, le joueur tire smultanément deux lettres de I'urne. La probabilité que ces deux lettres

I

soient des voyellesest : Py, (G)= [1_0]: YeRET

2

Si ledéindique 3, le joueur tire simultanément trois lettres de I'urne. La probabilité que ces trois lettres

ﬁ

3 4 1

Po. (@)= (1—0] 120” %
3

soient des voyellesest :

b. D'apréslaformule des probabilités totales appliquée ala partition D; W D, U Dg :
P(G) = Py, (G) p(D1) + Py, (G) p(D2) + Py, (G) p(Ds)

2 1 2 1
PG ==x = + —x= +
5 6 15 3 30 2 180

Lejoueur aenviron 13% de chance de gagner une partie.

1 1 23
X —

21

G) p(D. reiate
2. Il sagit decalculer : pe(Dy) = P(B.NG) Po, (G)P( 1)= 5 6_12
p(G) p(G) 23 23

180

3. Considérons I'expérience & qui consiste a jouer une partie. On note S I'événement "gagner la partie’

(succes). Notons p la probabilité d'un succes ; d'apres la question 1.b., p = 12?:; On répéte de maniere

indépendante n = 6 fois I'expérience & et on note X le nombre de parties gagnées par le joueur. La variable

aléatoire X représentant le nombre de succes obtenus suit donc une loi binomiale de paramétres n et p.

6 23 \?(157) _
On adonc: X=2)= 2(1- p)*=15x| == | | == | ~ 0,14 421072 prés
p( ) (2] p°(-p) x[mj [180) p

4. On recherchelaplus petite valeur du parametre n tel que:

p(X > 1) > 0,9

En passant a |'événement contraire : 1-p(X=0)=09
p(X=0) <0,1
[Ej <01
180
Par croissance du logarithme : n In[gj < In[ij
180 10
Et commeln[gj <0 (car Ee 10; 1)) :
180 180
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In10

- [157)
In| —
180
La calculatrice donne:: _InT1507 ~ 16,84 2102 prés
In| —
[0
Et commen est un entier : nz 17

Conclusion : le joueur doit effectuer au minimum 17 parties pour que la probabilité d'en gagner au moins

une soit supérieure a 0,9.

Exercice 4 (5 points) SPECIALITE

1. a Démonstration de cours.

Plagons-nous dans |e plan complexe et notons za, zs et Zc les affixes respectives des points A, B et C.

Rappel ons que I'écriture complexe d'une similitude directe Sest delaforme:
Z=az+b avecac C ebeC
Il existe donc une similitude directe Squi transformeBen Aet Aen C s et seulement § :

. zy=azg+b (E

Haﬂe@iﬁer(Hdmm{A B (&)

zc =azp+b  (Ey)
Ce systéme, d'inconnues a et b, admet une unique solution si et seulement s :

B+ 7p

Or, les points A et B sont distincts donc z, et 7 auss.
Donc le systéme admet un unique couple solution (a, b) dans C x C.
A= 72
Zg —Zp

En effectuant (E;) — (E,), on obtient : a=

Et comme A et C sont distincts, on abien: ae C

Il existe donc bien une unique similitude directe Stransformant Ben Aet Aen C.

b. Lerapport delasimilitude Sest donné par :

AC 1445
BA 2
oA AR L
et son angle par : (BA,AC)z Y [27]

2. LecentreQ delasimilitude Sest invariant par S:

Q) =0
Par ailleurs: SB)=A
On en déduit que: (Q—BQ—A) = —g [2n]

Q appartient au cercle de diamétre [AB]
OnaC=SogB)donc: (Q—B,Q—C)=—n [2n]

Q appartient aladroite (BC)

Rappel : un systéme linéaire
de deux éguations a deux
inconnues x ety
ax+by=c

ax+by=c
admet un unique couple
solution (x, y) S et seulement
S:

ab'—ab=#0
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Ces deux derniéeres informations permettent de construire Q.
3. a PuisqueD=So0SA),ona: (Q—A,@)z—n [2n]
Donclespoints A, Q et D sont alignés.
PuisquedeplusC =So 9B), ona: (EAC—D) =—n [2n]

Donc les droites (CD) et (AB) sont paralléles.

b. Puisque [CD] = S[AC]), on a: % - 1+f
NG 2
D'olr : CD= (l+25) = 6+22\/g=3+\/§
4. a. Puisquelepoint E est le projeté orthogonal du point B sur ladroite (CD), on a:

(BE) L (CD)

Et comme les droites (AB) et (CD) sont paralléles:
(BE) L (AB)

Par ailleurs, comme SB) =Aet SE)=F:
(BE) L (AF)

Deux droites perpendiculaires a une méme troisiéme sont paralléles donc :
(AB) /I (AF)
Lespoints A, B et F sont alignés.
Le point F est donc I'intersection de la perpendiculaire a (QE) passant par Q et de ladroite (AB).
b. Comme BACE est un rectangle (car (AB) // (CE), (AB) L (AC) e (CE) L (BE)), son image par S, a
savoir ACDF, en est un aussi. Comme (BE) est paralléle a (FD), BEDF est auss un rectangle.
De plus, puisque C, E et D sont alignés dans cet ordreon a:
ED=CD-CE=3++5-2=1+5=AC=BE
Un rectangle ayant deux cbtés consécutifs de méme longueur est un carré.

Conclusion : BFDE est un carré
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Note: cet arc decercle
permet de congtruirele
point C.

BAC S2005 - Amérique du nord Page 12

G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net

