BACCALAUREAT SERIE S - 2005 - LIBAN : CORRIGE

Exercice 1 (4 points)
Bien qu'aucune justification ne soit demandée dans cet exercice,
on donne dans un but pédagogique quel ques explications.
1. FAUX

Contre-exemple : f(X) = % pour X € ]0, +oof
La fonction inverse est bien décroissante sur ]0, +oo[ € pourtant on n‘apas lim f(x) = —oo.
X—> 40

2. FAUX
Pour construire un contre exemple, il suffit de prendre deux fonctions polynémes de degrés différents (ou de
méme degré mais de coefficients principaux différents).
fX)=—x et gX)=x+1

Onabien: lim f(x)=-o & lim g(x)=+w
X—>+00

X—>+00

Et pourtant : im 2%~ jim 2—x =0 (et non -1)
x—>+0 g(X)  xo4o X< 41

3. VRAI
En effet, pour tout réel x strictement positif, on a:

o< /W 1
x o x
Comme lim i=O, on a d'aprés le théoréme des gendarmes :
X—=40 /X
im £¥_o
X—>+00 X
4. FAUX
Contre-exemple: f(x) = Ixl
X
. . - . 1six>0
Lafonction f est bien définiesur R et:  f(x) = i
-1sx<0

La fonction f admet des limites finies a droite et a gauche de 0, donc sa courbe n'admet pas d'asymptote

verticaleen 0.
5. VRAI
. u(x) = x* +3x+1
Lafonction f est delaforme: f=uw avec
V(X) = €*

Les fonctions u et v sont dérivables sur R (u est une fonction polynéme et v est la fonction exponentielle)
donc lafonction f I'est également par produit et on a:
f=uv+uw
Cequi donne, pour tout réel x:  f'(x) = (2x + 3)€ + (¢ + 3x + 1)&
F(X) = (¢ + 5x + 4)e*
Oncaculeaors:  f(X) = f(X) = (X + 5x + A& — (X* + 3x + L)€ = (2x + 3) €
Donc f est bien une solution, sur R, del'équation différentidley — y = (2x + 3) €.
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6. VRAI
Il suffit d'appliquer larégle d'associativité du barycentre:

G| [AlB]|C| |I]C
2| [3]-2]1] [1]1

Donc G est bien le milieu du segment [CI].
7. FAUX

On sait que, pour tout point M du plan :

3MA-2MB+ MC=(3-2+1) MG=2MG
L'ensemble des points M recherchés est donc tel que:

-
MG =t
2

Il Sagit du cercle de centre G et de rayon % (et non 1).

8. FAUX
Il suffit de choisir un point M du cercle de diamétre [AB] (autre que A et B). Comme le triangle AMB est
rectangle en M, on aurabien :

A.MB=0

alorsque M n'est ni en A, ni en B.

Exercice 2 (3 points)

Arbre delasituation : (on anoté T, I'événement "le second test est positif")

P(Ty)=0,7

Ty

1

R (T,) =065

T T,

(En rouge sont mis en évidence les chemins qui correspondent a l'événement C)
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1. Ona:

L'événement C est :

P(T)) =0,7

C=Thv (ﬁmTz)

(L'écran est acheminé chez le client sil passele premier test ou sil échoue au premier test et réuss le second)

Comme les événements T &t '?1 NT, sont incompatibles (puisgue Ty N 'Tl NT,=0),ona:

P(C) = P(Ty) + P(TyT,)=P(Ty) + %(I'Z)P('E) =0,7+ 0,65 x 0,3=0,895

2. a Laloi de probahilité du gain X réalisé par le fabricant est donnée par le tableau suivant :

L'écran passe le premier | L'écran échoue au premier test mais réuss L 'écran échoue aux deux tests
Evénement test avec succes le second (et n'est donc pas vendu)
Gain X a- 1000 a-1050 -1050
Probabilité P(T) =07 P(T,AT,)=065x03=0195 P(T,nT,)=035x03=0,105

b. L'espérance [E(X) est donnée par :

E(X) = 0,7(a— 1000) + 0,195(a — 1050) — 0,105 x 1050 = 0,895a — 1015

c. L'entreprise peut espérer réaliser des bénéfices dés que:

E(X) >0
0,895a — 1015 > 0
1015
=

0,895

L'entreprise peut espérer réaliser des bénéfices pour un prix de vente a tel que:

Exercice 3 (8 points)

az1135¢€

(aun euro prés par exces)

- Partie A -

1. Lafonction f est dérivable sur [0 ; 1] comme produit de fonctions que le sont et on apour tout t de[0; 1] :

r@®

=+ (2-1)e=(1-e'=g(t)

Par conséquent, lafonction f est bien une primitive de g sur [0 ; 1].

Ona:

Uy = J‘Ol(l—t)et dt = I:g(t)dt = [fO] = F() - fO) =e-2

2. Calculons, par parties, l'intégrale :

Posons :

1 n+l ¢
Unet = J'O(l—t) ¢ dt

u) =1 -)™ ; vi)=¢€

Lesfonctionsu et v sont dérivables pour tout réel t de[0; 1] et :
U@ =—(n+1(L-t)" ; v(i)=¢

Comme lesfonctions u' et V' sont continues sur [0 ; 1], une intégration par parties donne:
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Eﬂ—ﬁ“éd:Lﬁmvmm=pmwmﬁ—j}ﬁwmm

Unet = [Q—O””é}z+(n+J)I:a—nnédtz(n+lﬂm—l

- PartieB -
A I'examen des résultats de la premiére calculatrice, la suite (u,) semble diverger vers —oo, tandis qu'avec la

seconde, €lle semble diverger vers +oo |

- Partie C -
1. Puisquet est dément de[0; 1], on a pour tout entier naturel n non nul :
a-9)"=0

Par ailleurs, lafonction exponentielle est strictement positive :

€>0
Donc par produit : (1-t"e =0
1
Et par positivité del'intégrale: _[0 A-t)"e'dt=>0
Cest-a-dire: u, =0
2. a Ona: o<st<1

Par croissance de la fonction exponentiellesur [0; 1] :
f<édx<e
D'ou: €<e
En multipliant cette inégalité par (1 —t)" (ot n e N') qui est positif :
1-t)"e<el-t)N

b. Enintégrant I'inégalité ci-dessus entre O et 1, nous obtenons :

1
m<eha4fm

1
1 1_ n+1 1
or: [fayra= | V)
0 n+1 n+1
D'ou, pour tout entier naturdl nnonnul : U, < il
n+
3. On adonc, pour tout entier naturel n non nul :
0< Uy <——
n+1

Comme lim —— = 0, le théoréme des gendarmes permet d'affirmer que la suite (u,) admet une limiteet :
n—+o N+

lim u,=0

N—-+o0
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- PartieD -
1. Considéronslapropriété g définie pour tout entier naturel n non nul par :
) :va=u,+(nH(@a+2-¢)
e Onav;=aetu =e-2doncon peut écrire:
vi=U+a+2-e
D'ol p(1). Lapropriété o estinitialisée au rang 1.
e Supposons g (n) pour un certain entier naturel n supérieur ou égal a1l :
Va=Uy+(N)(@+2-e¢)
En multipliant par (n+ 1) :(n+ )vp=(n+ Du, + (n+ D)!) (a+ 2 -¢€)
Vip+1l=Up+1+(n+1)) (@+2-¢)
Vi =Ua+(n+ 1)) (@a+2-¢)
D'ou g (n+ 1). Lapropriété o est héréditaire a partir du rang 1.
La propriété ¢ est initialisée au rang 1 et héréditaire a partir du rang 1 donc d'aprés le principe de
raisonnement par récurrence, elle est vraie pour tout rang n supérieur ou égal a1l :
Va=Uy+(N)(@a+2-e¢)

2. On sait d'apréslapartie C que: lim u,=0

Nn—+ow

e Sia=e-2aors(vy) =(uy) €t: lim v,=0

N—>+o0

e Sa>e-2dosa+2-e>0ecomme lim (n!)

Nn—+ow

+00, ON obtient :

lim v,=+x
n—+0

e Sia<e-2dosa+2-e<0ecomme lim (n!)=-ow, on obtient :

Nn—+ow

lim vy=-
n—+0

3. Lacalculatrice travaille avec des valeurs approchées. Comme e — 2 est un nombre irrationne, la premiére

calculatrice adl arrondir e — 2 par défaut tandis que la seconde calculatrice a ddi I'arrondir par exces.

Exercice 4 (5 points)
1. Voir lafigure ci-apreés.
in

2. Remarquons que e3 = —j? cequi permet de simplifier certains calculs.
On utiliseraaussi lesrdationsj®=1et 1+j +j?= 0 qui seront démontrées & la question 3.b.
a Ona: a—-c=—-4b-0)
a=—j%6] —8j?) +8*=—6+8 +8°=—6+8x (-1) =14
L'affixea' est bien un nombrerédl. Ladroite (AA"), qui est I'axe desréds, contient donc O.
b. Ona:

2in in

b'=—j%c—a)+a=—j%8>-8)+8=—8 +82+8=8(1—-j +])=-16=16€ " e 3 =16e 3

Oona:  (OB,OB)= (GB.u)+ (1,0B)=ag(b) - arg(t) = —% - 2—;‘ —_x [21]
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Donc: O € (BB)

in
c. On admet que: c'=7+7i\/§=14(%+i§J=14e3
AR AR (AR T M A , _7'[_47'[__
Onaalors: (OC,OC)— (OC,u)+ (u,OC)—arg(c)—arg(c)— 3 3 n [2n]

Donc: O e (CC)
On en déduit que: lesdroites (AA'), (BB') et (CC') sont concour antesen O
(Il sagit du théoreme de Napol éon)

3 a Ona: OA+OB+OC=a|+ b+ |c| = 8+ 6+ 8= 22
. 3 in H i2 1_j3
b. Ona: jP=¢€ =1et1+J+J=1j =0

c. Endigtribuant :
(@a-2)+(b-2j’+(c-2j=a+hbj*+c—z1+j*>+j)=a+hbj*+
D'ou, par passage au module :
a-2) +(b-2j*+(c-2j|=la+bj>+cj|=|8+6+8/ =22
d. Ona:
MA+MB+MC=Ja-Z+b-2+|c-2=a-2Z+]|b-2ji+|c- 2|
Et d'aprés'inégalité triangulaire :
MA + MB+MC > |(@a-2) + (b - 2j°+ (c - 2]

Et d'apres 3.c. : MA + MB + MC > 22

Cest-a-dire: MA + MB + MC > OA+ OB + OC

On a démontré que la somme MA + MB + MC est minimale lorsque M est le point O (point de concours

desdroites (AA'), (BB') et (CC)).

Remarque : ce point O qui minimise la somme MA + MB + MC sappelle le point de Fermat dans le

triangle ABC.
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Exercice 4 Spécialité (5 points)
1. a Effectuons!'agorithme d'Euclide appliqué a 226 et 109 :
226=2x 109+ 8
109=13x8+5
8=1x5+3
5=1x3+2
3=1x2+1
2=2x1+0
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Le PGCD est le dernier reste non nul donc:
PGCD(226 ; 109) = 1

L'équation Diophantienne ax + by = ¢ admet des solutions s et seulement si le PGCD(a, b) divisec.

C'est bien le casici, donc (E) admet des solutions entiéres.
b. On recherche une solution particuliére (u, v) de (E). Pour cela, on applique I'algorithme de Bézout :

1=3-2
1=3-15-3)=2x3-5
1=2x(8-5-5=2x8-3x5
1=2x8-3%x(109-13x8)=41x8-3x 109
1=41x (226 -2 x 109) — 3 x 109 =41 x 226 — 85 x 109
Le couple (u, v) = (-85 ; —41) est une solution particuliere de I'équation 109x — 226y = 1.
Soit maintenant (x, y) € Z x Z une solution quelconque de (E). On a:

{109u —-226v=1
109x - 226y =1
En soustrayant membre & membre :
{ 109u - 226v=1
109(x —u) = 226(y — V)
Donc 226 divise 109(x — u) et comme PGCD(109,226) = 1. On en déduit que 226 divise (x — u) d'apres
le théoréme de Gauss. Il existe donc un entier htel que:
X —Uu=226h
X = U+ 226h = -85 + 226h
En remplagant x — u par 226h, il vient :
109 x 226h = 226(y — V)
y=Vv+ 109h = -41 + 10%h
Posonsk=h-1, aing : X =-85+ 226(k + 1) = 141 + 226k
y=—41+ 109(k + 1) = 68 + 109k
Réciproquement, on vérifie bien que tous les couples (x, y) de la forme (141 + 226k, 68 + 109k), ou

k € Z, sont des solutions de (E).
Montrons maintenant qu'il existe une unique valeur d de x = 141 + 226k qui soit éément de [0 ; 226] :

0 < 141 + 226k < 226
—-141 < 226k < 85

Al < &

226 226
Et commek est entier, laseule possibilitéest : k=0

D'ou : d=141 & e=68

Ains, on abien: 109d =1+ 226e avecd € [0; 226]
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2. 227 n'est pas divisible par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7, ni par 11 et ni par 13 (inutile de tester au dela, s

227 admettait un diviseur premier, il serait nécessaire inférieur a E(\/227) = 15). C'est donc un nombre

premier.
3. Enfait: A=[0; 226]
On a, par définitionde f et g a'® =f(a) [227]

a® =g(a) [227]

a Lerestedeladivision euclidienne de 0'® par 227 est bien sir 0 donc :

f(0)=0
De méme g(0) = 0 donc : a(f(0) =0
b. Comme 227 est premier, d'aprés le petit théoreme de Fermat, on a pour tout entier a non nul :
a® = 1[227]
c. Supposons a non nul pour le moment.
Ona: 9(f@) = (f(@)'* = & [227]
Maisd'apréslaquestion 1.b. : 109 x 141 =1+ 226 x 68
D'ol : g(f(a) = a®** = aa®%®[227]

Et d'aprésla question 3.b. on sait que a®® = 1[227] donc:
a(f(a)) = a[227]
Enfin, comme on a vu que g(f(0)) = 0, on abien pour tout a de A :
a(f(@) =a
Lesfonctions f et g commutent ; en effet, pour tout entier a :

f9@) = (g@)"™ = a*** =g(f(a)) [227]

On a donc également, pour tout a de A :

fe@)=a
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