BACCALAUREAT SERIE S - 2005 - POLYNESIE : CORRIGE

Exercice 1 (3 points)

P(B)=0,1

Ps(A) = 0,02 Py (A)=0,98

En fait, comme A e B sont
indépendants, on peut, sur l'arbre

Ps(A)=0,02 )=0,98 ci-contre, remplacer Pg(A) par
P(A).
De méme, on peut

A A A A remplacer B, (A) par P(A) etc.
1 Ona: C=AnB LoisdeMorgan :
Donc : P(C)= P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(A) - P(B) + P(ANB) AUB=ANB
AnB=AUB

Et comme A et B sont indépendants :

P(C) = 1 - P(A) — P(B) + P(A)P(B) = 1 — 0,02 - 0,1 + 0,02 x 0,1 = 0,882

2. Ona:

D=AUB\ANB= (st)u (AmE)

(L'union privée de l'intersection sappelle la différence symétrique)

Comme les événements (Zm B) et (Am §) sont incompatibles:

P(D) = P(ANB)+ P(ANB)= Ry

Et comme A et B sont indépendants :

(A)P(®) + Pa(B)P(A) = (1 - Ps(A)P(B) + (1 - Pa(B))P(A)

P(D) = (1 - P(A))P(B) + (1 - P(B))P(A) = P(B) — 2P(A)P(B) — P(A) = 0,116

Autre méthode :

LecontrairedeD est :

"la montre tirée présente soit aucun défaut, soit les deux défauts’

Comme les événements C : "aucun défaut” et F : "les deux défauts' sont incompatibles, on a:

P(D) =P(C) + P(F) = P(ANB)+ P(A B) = 0,882 + 0,002 = 0,884

P(D) = 0,116

3. On considere I'expérience de Bernoulli & qui consiste a choisir une montre et regarder s ele vérifie

I'événement C. On répéte n = 5 fois cette expérience de maniére indépendante et on note X la variable

aléatoire égale au nombre d'occurrence de |'événement C.

Dans ces conditions, la variable aléatoire X suit uneloi binomiale de paramétresn=5 et p = P(C) = 0,882.

Ona:

E=(X> 4)

Comme les événements (X = 4) et (X = 5) sont incompatibles, on a:

5
P(E)=P(X > 4) =P(X=4) + P(X=5) = (4] p*(1-p) + p°=5x 0,882* x 0,118 + 0,882°

P(E) ~ 0,891 410 prés
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Exercice 2 (5points) OBLIGATOIRE

Bien qu'aucune justification ne soit demandée dans cet exercice,
on donne dans un but pédagogique quel ques explications.
1. On utilisele barycentre G du systeme { (A, 4), (B, 1)}, ains :
4MA-MB = 3MG
L'ensemble des points M recherché est donc caractérisé par :
IBMG =2

MG = 2
3

Il Sagit d'une sphére de centre G et de rayon % .

Réponse (b) une sphére

1
2. Notons (X, Yh, Z4) les coordonnées du point H et n |2 un vecteur normal au plan ..
2
Xy —3 1
Comme lesvecteurs AH |y, —1 et n |2 sont colinéaires, il existeun rédl t tel que:
z, -3 2
Xy =t+3 A
Yy =2t+1
z, =2t+3 T
Et comme le point H appartient au plan & : L L”
H

Xy + 2yH + 22H =5
Cequi permet decalculer leréd t :

t+3+2(2t+1)+2(2t+3)=5
9%t=-6

On en déduit les coordonnées du point H ; H(Z;—Eéj

Réponse (c)

3. Pour savoir s la sphére de centre B et de rayon r = 1 coupe le plan .2 ou non, il suffit de calculer la distance

entrelepoint B et leplan .7 :

4(B.7) - |xB+2yB~+ZZB—5|: 5 _5
I 9 3
Ona: d(B,7)>r

En conséquence, la sphere de centre B et derayon r = 1 et le plan % ne sont pas sécants.

Réponse (C)
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4. Un vecteur directeur U’ deladroite 7' est : '

=N N)

Lesvecteurs U et U’ ne sont pas colinéaires (puisque leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles).
Donc lesdroites 2 et &' ne sont pas paralldles.

Voyons s eles sont sécantes ou non. Pour cela, on détermine un systéme d'équations paramétriques de & :

x-3=t'
M(X,y,2) €Z < AM et u colinéaires < il existeunréd t' tel que { y—1=2t'
z-3=-t'
x=t'+3
g jy=2"+1,t' e R
z=—t"+3

On recherche sil existe un couple (t, t') de paramétres tels que :
3+2t=t'+3
3+t=2t"+1

t=—t'+3
2t=t'

2+t=2"

t=—t'+3

Il n'existe pasderéd t tel que 3t = 2 et 3t = 3, donc le systéme ci-dessus n'a pas de solution.
Lesdroites 7 e &' ne sont pas sécantes.

Conclusion : Réponse (c) non coplanaires

5. Dans I'espace, I'ensemble (P) des points M équidistants de deux points distincts A et B est un plan (appelé
"plan médiateur" du segment [AB]).
-9
Levecteur AB |1 estun vecteur normal & ce plan. On adonc, en notant | [—
-2

N w

;g;Zjlemilieu de[AB] :
3

M(xy,2) e (P) & IM.AB=0 < —9[x+gj + [y—aj—Z(z—Z)zo & -9x+y-2z-11=0

Réponse (b) le plan d'équation cartésienne 9x —y + 2z+11=0
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Exercice 2 (5points) SPECIALITE

1. Oncacule: U=5u)—6=5x14-6=64

Uu=5u;-6=5x64-6=314
Us=5U, - 6=5x 314 - 6= 1564
Uy =5uU3 —6=5x%x 1564 — 6 = 7814
Conjecture: lorsgue n est pair, u, setermine par les chiffres 14

et lorsque n est impair, u, setermine par les chiffres 64.

2. Pour tout entier naturel n, on a:

Uns2 = SUny1 — 6 = 5(5u, — 6) — 6 = 25U, — 36 = U, + 4(6u, — 9)

D'olr : U2 = Uy [4]

Considérons la propriété g définie pour tout entier k par :

@K Uy =2[4] & Ux = 0[4]
Onauy=14=2[4] e u, =64 =0 [4] dou g (0).
Lapropriéé g estinitialisée aurang k = 0.
Supposons g (K) pour un certain entier k :
Uy = 2[4] et Uy = 0[4]
D'aprés ce qui précéde: U2 = Uy [4]

(k)
En spécialisant n= 2k, on obtient : Uy = Uy = 2[4]

(k)
Et en spécialisantn=2k + 1: Uz = U1 = 0[4]

D'ol p(k+ 1).
Lapropriété p est héréditaire a partir du rang k= 0.

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit ¢ (k) pour tout entier naturel k :

Uy = 2 [4] e Uy =0 [4]

3. a. Considéronsla propriété Q définie pour tout entier naturel n par :

Q(n): 2u,=5"?+3
e Ona2u,=28=5"+3douQ0).
Lapropriété Q est initialisteaurang n= 0.

e Supposons Q(n) pour un certain entier n : 2u, = 5™+ 3

Alors: 2Up.1 = 10U, — 12 =5 x 2u, + 12 o 5(5™%+3)-12=5"?13
D'ou Q(n + 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit Q(n) pour tout entier naturel n :
2u,=5"%+3

b. Considéronsla propriété R définie pour tout entier naturel n par :

R(n) : 5™2 = 25[100]
e Onab? = 25[100] d'ot R(0).
Lapropriété Rest initialisteau rang n = 0.
e Supposons R(n) pour un certain entier n :
5™2 = 25[100]

BAC S2005 - Polynésie Page 4 G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net

Alors: 5™3 =5 x 5™2 R(En) 5x 25 = 125 = 25[100]
D'ot R(n + 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit R(n) pour tout entier naturel n :
5™2 = 25[100]
D'ou: 5™2 4+ 3= 28[100]
Delaquestion 3.a., on en déduit alors: 2u, = 28 [100]

4. Les deux derniers chiffres de I'écriture décimale d'un entier sont donnés par le reste de la division
euclidienne de cet entier par 100. On vient de voir que les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de
2u, sont 28. Donc les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de uy, sont 14 ou 64.

Or, d'apréslaquestion 2, lorsgue n est pair, on a:
u, = 2 [4]
Dans ce cas, les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u, ne peuvent &re 64 (puisque 64 = 0 [4]),
par conséquent, les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u, sont 14.
De méme, lorsque n est impair, on a: u, = 0 [4]
Dans ce cas, les deux derniers chiffres de |'écriture décimale de u, ne peuvent étre 14 (puisque 14 = 2 [4]),
par conséquent, les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u, sont 64.
On adémontré la conjecture faite & la question 1.
5. Utilisonslapropriété: PGCD(a, b) = PGCD(a, a— b) pour a > b

On aaing, pour tout entier naturel n :

PGCD(un,1, un) = PGCD(5u, — 6, u,) = PGCD(u, — 6, u,) = PGCD(up, 6) =

D W N P

Or, u, est un nombre pair (car se termine par 14 ou 64) et non multiple de 3 (sinon 2u, — 3 = 5™ serait
auss multiple de 3 ce qui est absurde) donc PGCD(u,, 6) = 2.

On amontré que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (uy,) est constant égal a 2.

Exercice 3 (7 points)

- Partie A -
1. a Limiteen0.0Ona: limx=0¢e& limInx=-w©
x—0 x—0
x>0
Donc par somme:: lim f(x) = -
x—0
x>0
Limiteen +o0. On a: lim x=+0 & lim InX=+ow
X—>+00 X—>+00
Donc par somme:: lim f(X) =+4o

X—> 40
b. Lafonction f est la somme de deux fonctions strictement croissantes sur ]0, +oof (& savoir la fonction

X X € X+ Inx), donc I'est également.

2. a Lafonction f vérifielestrois conditions suivantes :
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f est continue sur ]0, +oo] (comme somme de deux fonctions qui le sont)
f strictement croissante sur 0O, +oof

lim f(x)=—0 et lim f(X)=+w

x—0
x>0

En conséquence, f est une hijection de ]0, +oof dans R. Autrement dit, pour tout entier nature n,

['équation f(x) = n admet une unique solution a,, dans ]0, +oo[.

1 4

b. Représentation graphique :

c. Leréd a4 est I'unique solution de I'équation :

1

X+Inx

1 est une solution évidente de cette équation donc :

Or, X

(1121
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d. Sil existait un entier naturel mtel que: o = Amt

Alors, en appliquant lafonction f qui est croissante sur ]0, +oo[, on aurait :
f(am) = f(otma)
Cest-a-dire: m=>m+1
Cequi est absurde.
Par conséquent, pour tout entier naturel N o, < oy
On amontré que la suite (o) est strictement croissante.
3. a Uneéguation delatangente A alacourbeT" au point A d'abscisse xo = 1 est donnée par :
y = f(X0) + /' (o) (X — Xo)
y=/f@+fOKx-1)

Or, lafonction f est dérivable (par somme) et pour tout réel x de 0, +oof on a:

fX)=1+ 1
X
D'ou: f@=2
Par ailleurs: fa=1
On obtient : Aty=2x-1
b. Lafonction h est dérivable pour tout réel x de]0, +oo €t :
heg= S-1= 1%
X X

Lesignedeh' nedépend quedecelui del - x:

h'x)>0 & 1-x20 < x<1

Signedeh'(x) + 0 —
Variations 0
dela / \
fonction h —o0 —0

On constate que la fonction h admet un maximum égal &0 sur I'intervalle 0, +oof.

Par conségquent lafonction h est négative pour tout rédl x del'intervalle ]0, +oof :
h(x) <0
Par ailleurs, on remarque que::
fO)—(2X-=1)=x+Inx-2x+1=Inx-Xx+1=h(x)
On adonc pour tout réel x de l'intervalle 0, +oo[ :
f)<2x-1
On amontré que la courbe T est située en dessous de sa tangente A.
c. Voir graphique.
4. D'apres|'inégalité démontrée ala question 3.b. on a pour tout entier naturel n :
flon) < 20,-1

n<2Zu,-1
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n+1

2 S
Remarque : cette égalité est bien valable pour n= 0 (elle permet d'ailleurs de montrer que op > %)
Ona: lim 21 o
n—o+o 2
Donc, par comparaison : lim oy =400
n—+o0o
- PartieB -

1. Démonstration de cours
Désignons par (uy) cette suite supposée croissante et non majoreée.
Comme la suite (u,) est non majorée, pour tout réel A arbitrairement choisi, on peut trouver un rang N (qui
est fonction de A) tel que: Uy = A
Mais comme la suite (u,) est croissante, pour tout entier n naturel supérieur aN, on aura:
u, = A
On amontré que pour tout réd A, tous les termes de la suite sont, a partir d'un certain rang, supérieursa A.
Cequi signifie que la suite (u,) diverge vers +o.
2. Par hypothése, la suite (B,) est (strictement) croissante. S élle &ait majorée, dle convergerait vers un

certain réd ¢. Comme la fonction g est continue sur ]0, +oof, un passage a la limite dans I'égalité n = g(B.)

nous donnerait :

lim n=lim g(Bn) = 9(¢)

n—+o0o
Or g(¢) est un nombre fini, d'ot une contradiction. Donc la suite (B,) n'est pas majorée.

D'aprésla question 1, on en déduit donc que la suite (B,) diverge vers +oo.

Exercice 4 (5 points)
1. Enremarquant que 8 = 2, I'idendité a® — b* = (a— b)(a + ab + b?) permet de factoriser I'équation :
=8
Z2-2°=0
(z-2)(Z+2z+4)=0
z=2 o0u Z+2z+4=0
On résout, dans C, |'équation du second degré Z + 2z + 4 = 0 en calculant son disciminant A :
A=b"-dac=2°-4x1x4=-12

Lediscriminant A est négatif, donc I'équation Z + 2z + 4 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées :

:‘b% VA V3= e 2= 7 =-1+i43=2)
a

Z

L'ensemble S des solutions de I'équation 72 = 8 est : ' 2

S={2;-1-i+3;-1+i/3}={2;2; 2}

BAC S2005 - Polynésie Page 8 G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net

2. a Figure

b. L'écriture complexedelarotation r' de centre A et d'angle —g est:

Z-a=-i(z-a)
L'affixe b’ de B' = r'(B) est donc donnée par :
b -—a=-i(b-a)

b'=—i(-1+iv/3-2)+2=2+ 4/3+3i
c. L'écriture complexe delarotation r de centre A et d'angle g est:
Z-a=i(z-a)
L'affixec' de C' = r(C) est donc donnée par :
c'—a=i(c—a)
C=i(-1-iv3-2)+2=2+ 43-3i

Les nombres complexes b' et ¢' sont bien conjugés.
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3. a L'affixendu point N est donnée par :
ne b+b’ _ ~1+iv3+2++/3+3i _ 1++/3+i(+/3+3) _ 1+~/3+/3(1++/3) _ 1+\/§(1+i\/§)
2 2 2

2 2
On en déduit que: n=—1+fc
En terme de vecteurs : ON=- 1+f oC

Cequi prouve l'alignement des points O, N et C.

b. Comme d'une part b et ¢ sont conjugués et d'autre part b' et ¢' le sont également, les segment [BB'] &t
[CC'] sont symétriques par rapport al'axe (O ; u). Le milieu Q de [CC'] est donc symétrique du milieu

N de[BB'] par rapport al'axe (O ; u). Les nombres complexes n et q sont donc conjugués :

D'une part :
1++/3)(1+i/3 i i 3+/3+i(3++/3
n+1:( )( )+1:1+|J§+J§+3|+2: ( )
2 2 2
D'autre part :
_ o (1+VB)(1-VB) i B4iBeaeai 3+V3+i(3+43)
i+ =in+i=i +i= =
2 2 2
Finalement : n+1=i(q+1)
Autrement dit : n-m=i(q—-m)

Lepoint N est I'image du point Q par le quart de tour direct de centre M.
On en déduit que le triangle MNQ et rectangle isocdleen M
c. Notons Q le milieu du segment [NQ]. Comme n et q sont conjugués, I'affixe o de Q est rédl et :

Par ailleurs, le milieu de [MP] a pour affixe:

m+p -1+Re(b) 1+\/§_(0
2 2 2

Le quadrilatére MNPQ a ses diagonales perpendiculaires (car m et p sont réelsd'une part et n et g ont la
méme partie rédle d'autre part) qui se coupent en leur milieu. C'est donc un losange. Et comme il

possede un angle droit (question 3.b.), c'est un carré.
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