BACCALAUREAT SERIE S - 2005 - PONDICHERY : CORRIGE

Exercice 1

1. a Lafonction exponentielle est continue sur [1, +oof, lafonction t > t est continue (puisque linéaire) et ne

s
sannule pas sur [1, +oof, donc par quotient, lafonction f : t = eT est continue sur [1, +oo[.

(On peut auss raisonner avec le produit de la fonction exponentielle et dela fonction inverse)

b. Lafonction f est delaforme: f= Y avec {u(t) =¢
v v(t) =t
Les fonctions u et v sont dérivables sur [1, +oo[, €t v ne Sannule pas sur [1, +oo[ donc par quotient, la
fonction f I'est auss et on a:
u'v—uv'

V2

t-€  (t-D€
2 {2

f'=

t
D'ou, pour tout réd t de[1, +oof :  f'(t) = ©

Comme I'exponentielle et 1a fonction carré sont des fonctions strictement positives sur [1, +oof, on a:
fz20ot-120=t=21
Lafonction f est donc croissante sur I'intervalle [1, +oof.
2. Redtitution organisée de connaissances

a. A(1) est l'aire (exprimée en u.a.) du domaine déimité par la courbe® représentant f, I'axe des abscisses

et les droites verticales d'équations respectivesx = 1 et x = 1. On adonc :
A(l)=0

b. Soitt e [%o, X0+ h] : 1<x<t<x+h

Comme f est croissante sur [1, +oof : f(Xo) < f(t) < f(X + h)

On integre cesinégalités pour t allant de xo a Xo + h. Comme Xy < Xo + h, il vient :

h . 3 .

f(Xo)h < IX°+ f(t) gt < f(Xo + h)h Le principe de cette démonstration
X est smple : on encadre l'aire du
Maisd'apréslarelation de Chagles: domaine compris entre la courbe,
I'axe des abscisses et les droites

X+h 1 h ) S
[T r0d= [ r@dts [ f0dt= Ao+ h) - A) | veticdes déuation x = o
% % ! X=X +h pa lare de deux
D'ou, aprésdivision par h>0: rectangles de largeur commune h et
A%, +h) — A() de hauteurs respectives f(xo) et

f(Xo) < - < f(% +h) F(%o+h).

. On suppose maintenant Xp € ]1, +of & h <0 (avec X, + h = 1).
Soitt e [Xo+ h, Xg] : I<x+h<st<x
Comme f est croissante sur [1, +oof : f(Xo + h) < f(t) < f(X0)

On intégre cesinégalités pour t allant de xo + h ax. Comme Xy + h < xo il vient :

foo ) < [ Fdt < foa(-h)

@ on peut bien parler de "courbe" ici (au lieu de représentation graphique) puisque f est continue.
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Mais d'apréslareation de Chasles:
[ sod= [ fodes [ 0= At - At +h
Xy+h Xo+h 1

D'oul, aprésdivision par —h>0:

Ao +h) - AlX)

fo+h) < o

< f(x)
d. Comme f est continueen o, ona: lim f(xo + h) = f(xo)

Le théoréme des gendarmes appliqué a |'encadrement obtenu en b. ou en c. permet aors d'affirmer que

Ao +h) - AlX)

['accroissement moyen o

admet une limite finie égale a f(Xo), ce qui prouve que la

fonction A est dérivable en x, €t que: A'(Xo) = f(Xo)
Remargue : lorsque X, = 1, il faut se contenter de la dérivabilité "a droite" delafonction A.
e. Leraisonnement ci-dessus étant valable pour toute abscisse xq de [1, +oo[, on adonc:
A'=f sur[1, +oof

Ce qui signifie bien que A est une primitive de f sur [1, +oof.

Illustration :

PO+ B | :

SO+

0 1 2 X X+ h
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Exercice 2
1. Lecentre Q(z,) du cercle (C) est le milieu du diamétre [AB]. Son affixe est donc donnée par :

Zp+zz 1
2 2

Le centre Q du cercle (C) a pour affixe—% .

Lerayon Rdu cercle (C) est égal alamoitié du diamétre AB :
2R=AB=|z5 — zs| = -3+ 4i|=5

R=>
2

2. On détermine laforme algébrique de z, al'aide du conjugué 4 — 2i de4 + 2i :
_ 349 (3+91)(4-2)) 30+30i _ 3 . 3.

C4+20 (4+20)(4-2i) 20 2 2

On calcule maintenant la distance QD :

3. 9 5
QD =|zp — Zy| = [2+=i|= ,[4+—=—==R
|20 — 2o 2‘ 12
D'ol : De(©)
1
3. a Ona: ZE+§:ZE_ZQ
- 1
On en déduit : Z: +E =QE
1 5
Et commeE < (C) : ZE"'E:QE:R:E
Par ailleurs: ag(ze — zo) = (6,@) [2n]

Et comme Q, O et | sont alignés dans cet ordre :

arg(ze - o) = (QI, OF )= % [2n]

En conclusion, on peut dire: Z:+ %= g e4
. o 1 52 2
b. D'aprésce qui précede: + === | —+i—
® aup % 2 2(2 2}
D'ou : Ze = 5\/i_2+i—5\f

in

o i 1 .
4. a En passant aux modules dans |'égalité Z + —= e4 (z+—j, on obtient :
2 2 On rappelle que la transformation

du plan dont I'écriture complexe est

2 = 20| = [z 2z _
delaforme:
QM' = OM i0
Z-o=¢€ (z-w)
Et en passant aux arguments: arg(Z — zo) = % +arg(z— zo) [2n] est une rotation de centre le point

daffixew et dangle 6.

(or,.am) = %+ (Or,.aM) [2n]

Et d'apréslarelation de Chasles pour lesangles:
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(W,W) = % [2n]

On en déduit quer est larotation de centre Q et d'angle % .

in
b. Laffixe Z de r(K) vérifie 74 %: ot (ZK +%]
Et commez=2: zzé QHQ _l:
2272 2

Larotation r transforme donc K en E.

On pouvait retrouver géométriquement ce résultat car K éant le point du cercle (C) (en effet, on vérifie

facilement que QK = g) qui est tel que (am)= 0 [2x], son image K' par r est donc le point de (C)

qui est tel que (aﬁ) = % [2r] qui n'est autre que le point E.

Figure:
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Exercice 2 Sécialité

3+4i (X—iy) + 1-2i _ 3X+4y+1+i(4x-3y-2)

1. Onadonc: X +iy =
5 5 5

En identifiant les parties réelles et les partiesimaginaires :

W o SX+ay+l
5

,  4x-3y-2
y 5

2. a Unpoint M daffixez=x+ iy est invariant par f s et seulement si f(M) =M :

_X+4y+1
o =75 ox—4y=1
M invariant par f < =
4x-3y-2 4x-8y =2
y:—
5
Les deux derniéres relations sont liées. Elles représentent la droite d'équation :
yole 1
2 4

b. L'application f a une écriture complexe delaformeZ = az+bavec [a] = 1, c'est une symétrie axiale.

Son axe est |'ensemble des pointsinvariants par f, c'est-a-dire ladroite d'équation y = % X— % .

3. Lenombre complexe Z est réel si et seulement si sa partieimaginairey' est nulle:
Ix-3y-2=0

) S 4
L'ensemble D est donc la droite d'éguation :  y = 3 X— %

4. a Lecouple(Xo; Yo) = (2 2) est une solution particuliére dans Z? de |'équation 4x — 3y = 2.
b. Soit (x, y) € Z? une solution quel conque de 4x — 3y = 2.

4x-3y=2
44Xy —3Yy =2

Onaalors:

En retranchant membreamembre:  4(x — Xo) = 3(Y — Yo)
L'entier 3 divise donc le produit 4(x — xo) et comme 3 et 4 sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
permet d'affirmer que l'entier 3 divise X — Xo. Il existe donc un entier k tel que:
X —Xo=3K
x=3k+2
On en déduit : y=4k+2
Réciproquement, les couples (x, y) = (3k + 2, 4k + 2), ol k € Z, vérifient bien :
Ax— 3y =43k +2) - 3(4k+2)=8-6=2
Bilan : les solutions (X, y) dans Z? de I'équation 4x — 3y = 2 sont les couples :
X y)=@k+2;4k+2) ouke Z
5. Rg(Z) =X et Im(Z) =y' sont entiers s et seulement s :
X+4y+1=0[5 e 4x—-3y—2= 0[5
Et commex=1: dy+4=0[5] e 3y+3= 0[5
5divise4(y+1) et 3(y+ 1)

Mais comme 4 et 5 sont premiers entre eux, et 3 et 5 également, on a d'aprés le théoréme de Gauss :
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5divisey+1
y+1=5k ou ke Z
y=5k-1 oukeZ

Exercice 3

1. a On caculeles coordonnées des vecteurs AB et AC :

0 -2
AB|1L e AC|1
2 -1

Comme les coordonnées de ces vecteurs ne sont pas proportionnelles, ils ne sont pas colinéaires.
Donc les points A, B et C ne sont pas alignés.
b. On calculeles produits scalaires suivants :
N.AB=3x0+4x1+(-2)x2=0
N.AC=3x(-2)+4x1+(-2) x(-1)=0
Levecteur n est donc orthogonal aux vecteurs AB et AC .
Le plan (ABC) a donc pour vecteur normal |e vecteur n.
On en déduit I'une de ses équations cartésiennes ;
Me(ABC) & N.AM =0 < 3(x-1)+4y-2(z-2)=0 < 3x+4y-2z+1=0

2
2. a Un vecteur normal n; auplan Py est : m |1
2

Un vecteur normal n, au plan P, est : n, |-2
6
Comme les vecteurs ﬁ et n: ne sont pas colinéaires (leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles),
les plans P; et P, sont non paralléles, donc sécants suivant une droite D.
On détermine un systéme d'équations paramétriques de D en résolvant le systéme :
2X+y+2z+1=0
X—-2y+6z=0

2x+y=-2t-1 L

Posonsz=t, ains : X—2y =-6t L,
z=t L;
2x+y=-2t-1
En remplagant L, par L; — 2L; : S5y=10t-1
z=t

Ox=—2t-1-2++
5

1
—2t—=
Y 5

z=t
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2

X=- —_—

5

1

=2t_=

y 5
z=t

b. Soient Z le point de coordonnées (—é;—é;oj e ul2.
1

Aing, le systéme d'équations paramétriques de D ci-dessus sécrit alors:

ZM =tu,te R
-2
Un vecteur directeur deladroite D estdonc: u | 2
1

Pour connaitre la position relative de la droite D (dirigée par u) et du plan (ABC) de vecteur normal n,
on calcule le produit scalairede n et u':

N.u=3x(-2)+4x2-2x1=0
Comme n et U sont orthogonaux, la droite D est parallée au plan (ABC).

u

»
>

(ABO)

3. a Comme lasomme des coefficients 1 + 2 + t est non nulle (puisquet > 0), le barycentre G existe bien.

Les coordonnées de | sont données par :

Xp + 2X
l:uzl
3
ZYA+ZYB:E
Yi — 3 3
. _Zp+275 10
! 3 3

Comme G est le barycentre du systéme {(A, 1), (B, 2), (C, t)} et | cdui de {(A, 1), (B, 2)}, laregle

d'associativité permet d'écrire:

G | [A[B]C] [T]C
3+t| [1]2]t] [3]t
On adonc: 3Gl +tGC= 0

3Gl +tGl +tIC =0
(3+t) GI+tIC=0
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b. Soit f lafonction définie sur R, par :

Lafonction f est dérivablesur R, et:  f'(t) = ——

Lafonction f est donc continue et strictement croissante sur R, avec:

f@=0e lim f(t)=1

L'image de R, par f est donc l'intervalle [0 ; 1] (d'aprés|e théoréme de bijection).
Par conséquent, lorsguet décrit R., le point G décrit le segment [IC] privé du point C.
Pour que le milieu J du segment [IC] coincide avec G, il faut et il suffit que:

t 1

3+t 2
2t=3+1t
t=3

Exercice 4

1. Pour tout entier naturel n non nul, on ales équivalences suivantes :

10 10 10 n+1 10
U <0050, < D" g5 o (D7 6052~ o (141 <19
2n+1 2n n10 2n n
1
. u(x)=1+—
2. a Lafonction f est delaforme: f=u" avec ) +x
n=10

Lafonction u est dérivable sur [1, +oo[ donc lafonction f I'est également et :

f =nuu™t
9
P — [1+ 1]
X X

On en déduit immédiatement que f est strictement décroissante sur [1, +oof.
lim [1+ Ej =1
X—>+0 X

10
lim [1+£] =1
X—>+00 X

b. Sur l'intervalle [1, +oo[, la fonction f est continue (puisque dérivable) et strictement décroissante, donc

lim f(x)=1<1,9

X—>+00

D'ou, pour tout x de[1, +oof :

Ona:

D'ou par produit :

bijective. Deplus, ona: f(1) =2°=1024>1,9 et

Par conséquent, il existe un unique réd o dans[1, +oof tel que f(a) = 1,9.

c. En effectuant un balayage al'aide de la calculatrice, on obtient le tableau suivant :

X 1 2 14 15 16
10
1 1 1024 57,7 20 1,907 1,833
+ ; (2107 prés) (2107 prés) (21073 prés) (21073 prés)
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On congtate que : a €]15; 16
L'entier naturel ng vérifiant ng— 1 < o < ng est donc :
Ny = 16
d. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 16, on a par décroissance delafonction f sur [16, +oo[ :

f(n) < f(16)
1 10
Et comme f(16) < 1,9: [1+ —j <19

3. a Pour tout n > 16, on adonc, d'apréslaquestion 1:
Un1 < 0,95U,

D'olr : Un:1 < Up
Lasuite (u,) est décroissante sur l'intervalle [ 16, +oo| .

b. Comme de plusla suite (u,) est minorée par 0, elle converge (vers un réd ¢ positif).

4. On considérelapropriété o définie pour n > 16 par :
©(n) : 0 < u, < 0,95y
e Ona, bien siir, (16) puisque0 < uys < 0,95 uge.
e  SUppOsONs g (Nn) pour un certain entier n > 16 :
0 < Uy < 0,95 uyq
En multipliant par 0,95 : 0 < 0,95u, < 0,95V 18y,q
Et comme pour n =16, on a0 < Uy,; < 0,95Uy, il vient :
0 < Unyg < 0,95™D10yy4
D'ol p(n+1).
Lapropriété o estinitialisée au rang 16 et héréditaire a partir du rang 16, elle est donc vraie pour entier n

supérieur ou égal a 16.

Comme0,95 € ]-1; 1[,ona: lim 0,95™% =0
N—+0

D'ou: lim 0,95"%u,,
N—+0

Du théoreme des gendarmes, on en déduit : lim u,=0

N—>-+o0

Remarque: s le seul objectif est de prouver la convergence de la suite (u,) vers 0, on peut procéder en posant :

Vo=In(u))=10Inn-nin2= n[loln—n—anJ

n
. ) Inn .
Onsaitque lim —=0etIn2>0donc: lim v,=—-w
n—>+o N N—>-+o0
D'oll : lim u,= lim €™ =0
n—+o00 n—+owo
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