BACCALAUREAT SERIE S - 2006 : CORRIGE

Exercice 1 (5 points)
Bien que ce ne soit pas demandé, des explications sont données ci-dessous pour justifier les réponses.
1. VRAI.
En effet, les coordonnées des trois points A, B et C vérifient I'équation 2x+ 2y —z — 11=0.
2. FAUX.

2
Si céait lecas, le vecteur DE |2 serait normal au plan (ABC).
1
2
Or, d'aprés la question 1, un vecteur normal n au plan (ABC) est | 2 qui n'est pas colinéaire & DE .
-1
3. VRAIL.
-2 -2
Il suffit d'examiner le produit scalaire des vecteursAB [0 et CD |-1 :
4 1

AB.CD=-2x(-2)+0x(-1)+(-4) x1=4-4=0
Donc les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.
4. FAUX.
Si lepoint C(3, 1, —3) était sur la droite de représentation paramétrique :
X=-1+2t

y=-1+t ,te R
z=1-t

3=-1+2t
on aurait : 1=-1+t
-3=1-t
Or, lapremiére équation a pour solution t; = 2 et latroisiéme pour solution t3 = 4.
Le systéme n'a donc pas de solution.

Ce qui prouve que le point C n'est pas sur la droite proposée.

5. VRAI.
I
Il suffit d'examiner la colinéarité des vecteurs AB [0 e Al | 0
-4 14
5

On constate que AB = 1—70 Al . Donc ces vecteurs sont colinéaires.

Lepoint | est donc bien sur ladroite (AB).
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Exercice 2 (5 points)

1. a Limiteen —o

Ona: lim =40 e lim e *=lim ee
X—>—0 X—>—0 X—>—00
Donc, par produit : lim f(X) =+
X—>—00

La courbe # n'admet donc pas d'asymptote horizontal e en —o.

Limite en +oo
On ad'une part : lim X =+
X—>+%0
Et d'autre part : lim € "= lim ee*=0
X—>+00 X—>+00

D'ou la présence d'une forme indéterminée.

2
Ecrivons: f)=x®xexe =ex
eX
eX
On sait, d'aprésle cours que : lim — =+
X—>+0 X
X2
Donc, par inverse: lim —=0
X—>+0 @
Et finalement : lim f(x)=0

X—>+00

X= to0

La courbe # admet donc une asymptote horizontale d'équation y = 0 (axe des abscisses) en +oo.

b. Lafonction x > 1 — x est dérivable sur R (c'est une fonction affine) et la fonction exponentielle I'est

également par définition. Donc, par composition, lafonction v : x > €'~ est dérivable sur R.

Lafonction u : x > x* est dérivable sur R (C'est une fonction polyndme), donc par produit, la fonction

f =uv I'est également.
On auraalors: f=uv+u
Ce qui donne: f)=2xxe *+x%x (et
fX=xe"*2-x
C. Tableau designede f' et devariation de f.

X | —o0 0 2 +00 Justification des signes
Signedex — 0 +
Signedee' * + + Lafonction exponentielle est strictement positive sur R
Signede (2-X) + + 0 — 2-x20& 22X
Signedeladérivée f' - 0 + 0 -
Variations +00 4fe
ceia \ / \
fonction f 0 0
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Représentation graphique de lafonction f :

1
2. @ Ona: Iml:‘[ X"l * dx
0

Posons : ux)=x" e v(x)=e™
u(x) = (n+ X" e v(x) =—e"*

Une intégration par parties donne:

lnet = [—x”*lel’x]2+ (n+1) ‘[le”el’x dx

1
lpa =1+ (n+ 1)J' X" dix
0
lnia= =1+ (n+ DI,

1
Notons que tout ceci est encore valable pour n =0 en notant Iy = _[0 e X dx.

b) Ona: lo= _[Olel’xdx= [—é’x]?): [el’x](l)=e—l

Puis en utilisant larelation vue ala question précédente :
Ii=-1+lp=e-2
lob=-1+2l;,=2e-5
c) Le nombre |, représente l'aire (en u.a) située entre la courbe #, I'axe des abscisses et les droites

verticales d'équations respectivesx = 0 et x=1. On al, =~ 0,44 u.a. 210 prés.
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3. a Pourtoutxde[0; 1],ona: 0<x<1
Multiplions par (-1) : -1<—x<0
Ajoutons 1 : 0<1l-x<1

Puis, par croissance de lafonction exponentielle sur R :

Et enfin, en multipliant par X" qui est positif puisque x est dément de [0 ; 1] :
X'<x'e *<x'e

b. On intégre cet encadrement entreO et 1 :

ln ln —~X ln
‘[xdxs‘[xe1 dx<e‘[xdx
0 0 0

ig Iy < _e
n+1 n+1
Or,ona: lim —* —0 e lim - =0
n—o+o N+1 n—+o N+1

Donc d'aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit :

lim [,=0

N—+co

Exercice 2 Spécialité (5 points)
- Partie A -
1. Théoréme de Bézout
Soient a et b deux entiersrelatifs (non nuls).
Lesentiersa et b sont premiers entre eux s et seulement si il existe un couple (u, v) dentiersrelatifstels
que: au+bv=1
Théor éme de Gauss
Soient a, b et c trois entiersrdatifs (non nuls).

S adivisebc et s aet b sont premiers entre eux alorsa divise c.

2. Démonstration du théor éme de Gauss a partir du théoreme de Bézout
Commeadivisebc, il existeun entier k tel que:
ak = bc

Par ailleurs, comme a et b sont premiers entre eux, il existe (d'aprés e théoréme de Bézout) un couple (u, v)

d'entiersrelatifstel que: au+bv=1

En multipliant par c: acu+bcv=c

D'olr : acu+akv=c
alcu+kv)=c

Cequi signifiequeadivisec.
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- Partie B -

1. Comme 12 et 19 sont premiers entre eux, il existe (d'aprées le théoréme de Bézout) un couple (u, v) d'entiers

relatifstel que: 1%u+12v=1
On aen raisonnant modulo 19 : N = 13 x 12v = 13 [19]
Et en raisonnant modulo 12 : N =6x19u = 6 [12]

Lenombre N =13 x 12v + 6 x 19u est bien une solution de (S).

2. a Puisqueng et n sont des solutions de (S), on a:

{no =13[19] _ {nzl?» [19]

N, = 6[12] n=6[12]
n= 19
D'ou, par différence: Mo 119]
n=n, [12]
n= 19 =13[19
Réciproquement, s on a {n _ x {12} , aors comme par ailleurs {nr?o _6 [[12]] , on obtient par
trangitivité:
n=13[19]
n=6[12]
n= 19
Le systeéme (S) est bien équivalent a {n _ x {12} .
= 19
b. Supposons que n="o [19] .
n=n, [12]
Alorsil existe un entier k tel quen=ng + 19k et un entier htel quen=ng + 12h.
Onaadlors: 19k = 12h

Donc 12 divise 19k et comme 12 et 19 sont premiers entre eux, on en déduit, d'apreés le théoréme de
Gauss que 12 divise k. 1l existe donc en entier relatif a tel que k = 12a.
D'ol : n=ny+ 19 x 12a

n=n [12 x 19]

n=n, [19]

Réciproquement, si n = n [12x 19] dorsn = n [12] et n = ny [19] donc {ns n 12

3. a |l suffit d'examiner lestablesde 12 et de 19 :

Tablede12 12 24 36 48 60 72 84 9
Tablede19 19 38 57 76 95 14 | 133

On constate que : (-5)x19=95 e 8x12=96

Lecouple(u, v) = (-5, 8) est tel que 19u + 12v=1.

Onaalors: N=13x 12v+ 6 x 19u = 678

Corrigé du BAC S2006 Page 5 G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net

Remarque : la méthode classique pour trouver un couple (u, v) est I'algorithme d'Eulide-Bézout :

i) On effectue les divisions euclidiennes successives :

19=1x12+7
12=1x7+5
7=1x5+2

LePGCD et le
5=2x 2+@ dernier reste non nul.
2=2%x2+0

ii) une fois qu'on obtient I'égalité avec le PGCD, on remonte dans les égalités pr écédentes pour
obtenir une égalitéreliant le PGCD aux deux entiersinitiaux :
1=5-2x2
L'entier 2 ne nous intéresse pas, on le remplace par une expression contenant 7 et 5 :
1=5-2x(7-1x5)=-2x7+3x5
On peut remplacer 5 par son expression en fonctionde 12 et 7 :
1=-2x7+3x(12-1x7)=3%x12-5x7

Et enfin, on remplace 7 par 19 -1 x 12 :

1=3x12-5x(19-1%x12)=8x12-5x 19
On atrouvé une identité de Bézout :

19 x@ 12 >< 1

b. Le nombre N = 678 est donc une solution particuliere du systéme (S). Par ailleurs, d'apres la question
2.b., le systeme (S équivaut an = N [12 x 19], cet-a-diren = 678 [228].
Or, 228 x 2 = 456 donc : n = 678 — 456 [228]
n = 222 [228]
Les solutions du systéme (S) sont donc les entiersrelatifs de laforme :
n=222+228k ouk € Z
4. Untd entier (dont lereste deladivision par 12 est 6 et lereste deladivision par 19 est 13) est tel que:
n= 222 + 228k
Lerestedeladivision de n par 228 est donc 222.
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Exercice 3 (5 points)
1. Questionsde cours
a) A l'aide du premier pré-requis, on peut écrire:

arg[gj +arg(2) = arg[§ X z'j =arg(2) [2n]
D'olr : arg[%j =arg(2 — arg(Z) [2n]
b) A l'aide du résultat précédent, on a:

arg[%) =arg(c—a) —arg(b—a) [2n]

A I'aide de second pré-requis, cela donne:
arg[%j= (ﬁ : A—C)— (ﬁ : A—B) [2n]
arg[%j= (ﬁ : A—C)+ (A—B : ﬁ) [2n]

Et d'apréslarelation de Chasles sur lesangles:

arg[%j= (A—B : A—C) [2n]

2. a Ona, pour tout z différent de 0 : Zz=1
En passant aux arguments et en utilisant le pré-requis 1 :

arg(z'_z) =arg(l) [2n]
arg(z) + arg(_z) =0 [2n]
arg(z) = —arg(_z) [2n]

Et d'apres les propriétés des arguments :
ag(z) =arg(2) [2n]

Celasignifie donc que: (ﬁ ; OW) - (ﬁ ; O—M) [27]

(O—M : ﬁ) + (ﬁ : O—I\/I')=O [2n]

(oT/l;oT/l') =0 [27]

Lespoints O, M et M' appartiennent donc a une méme demi-droite d'origine O.

b. 1l sagit de résoudre I'équation aux points fixes.

Pour tout z= 0, on ales équivalences suivantes :

z2=2
1
= =z
z
1=27
lzF =1
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Et comme|7 > 0: [7=1
L'ensemble des points M, qui sont fixes par f, est le cercle de centre O et de rayon 1.
c. Comparons les produits en croix (et remarquonsquez z=1) :

iZ-1)(z+i)=i(l+iz-z-)=i-Z-iz+1

Par ailleurs: Z-i)z-1)=1-Z—iz+i
On adonc: i(Z-D(z+i)=EZ-i)( z-1)
Z-1_17-1

Et comme z = i, on peut écrire: — = =
Z—i i z+i

Et d'apres les propriétés de la conjugaison :

Z-1_ . le__i(z—l)
Z—i z—i z—i

En passant aux arguments, nous obtenons :

arg[z'—‘lj = arg(-i) + arg[z—‘il] [21]

Z -1 zZ—

arg[i,—_.lj S arg[z—_.lj [27]
zZ -1 2 Z—1

arg(zi—__lj - arg(z—__l) =-T [2n]
Z -1 z—I 2

3. a Lepoint M appartient aladroite (UV) privée de U et de V s seulement si les vecteurs UM et VM sont

colinéaires et non nulsdonc :
Me (UV\{U:;:V} o (V—M;U—M)zo 7] eM=U M=V
Et d'apreslaquestion 1.b. :

MeUW\{U:V} = arg[z—:iljzo [n] etz%letz#i

Or, un nombre complexe a un argument nul ou égal an s et seulement s c'est un régl non nul.

Donc le point M appartient ala droite (UV) privée de U et de V s seulement s Z;l est un nombre réd
z-i
non nul.

b. D'apréslaquestion 2.c.,ona, pour tout z= letz#1i :

arg[i,—_.lj +a|rg[z—_.l)=—E [27]
Z -1 z—I 2

Ce qui signifie: (VW : W) + (V—M : U—M)z I 12q SiA=B[2n], dors
2 il existe un entier k
tel que A=B + 2kn,

Et a fortiori : (VW : W) + (V—M : U—M): _g [n] (V) donc A=Bn]

Or, lorsque M appartient ala droite (UV) privéedeU et deV, on a:
(vTvl : uT/l) =0 [n]
N YRV T
D'ou: VM’ UM’ =—=
( )=-7 [

Le point M' est donc sur le cercle de diamétre [UV] privédespointsU, Ve O (car Z= 1,Z #i et Z = 0).
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Réciproquement, soit M' un point de ce cercle (privé de U, V et O).

Déga, M' admet un antécédent M par f puisque f est bijective (car f o f = Id) . Tout point M, daffixez =0
Deplus: (WW) - In avecM' 2U @M %V admet un antécédent M pa f.
2 Cet antécédent a pour affixe:
. 1
D'ot, d'aprés (W) : (VWM ;UM) =0 [x] 2=~
z-1 .
Donc arg[;j =0 [n] avecz=letz=i

Donc M appartient aladroite (UV) privéede U et de V.
Conclusion :
L'image deladroite (UV) privéede U et V est le cercle de diamétre [UV] privéde U, de V et de O.

U@
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Exercice 4 (5 points)

1. Notons C I'événement "le ballon est crevé'. Faisons un arbre :

C
/

4

a. A chaque étape, la probabilité que le ballon soit intact est de 0,8. Comme les tirs sont indépendants, la
probabilité que le ballon soit intact au bout de deux tirs est :
0,8 = 0,64 (Chemin C-C)
b. Il sagit de I'événement contraire du précédent. En effet, s deux tirs n‘ont pas suffit a crever le ballon,
c'est qu'il est intact au bout de deux tirs. La probabilité est donc:
1-08=0,36
c. Calculonsla probabilité de I'événement contraire, a savoir que le ballon soit intact au bout dentirs:
1-p,=08"
D'ou: ph=1-0,8"
d. On résout I'inéquation : p.> 0,99
1-0,8">0,99
0,8"< 0,01
Par stricte croissance de la fonction logarithme sur ]0, +oof :
In(0,8") < In(0,01)
D'apréslardation In(A") = n In(A) valable pour tout entier relatif n et tout rée strictement positif A :
nin(0,8) < In(0,01)
Or, In(0,8) et strictement négatif car 0,8 est dément del'intervalle]0; 1] d'ou:

_ In0,01)
In(0,8)
La calculatrice donne 19D 20,64 3107 preés.
In(0,8)

Et comme n est un entier naturd : n=21

Letireur doit donc effectuer 21 tentatives pour ére siir, a 99%, de crever le ballon.
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2. Reprenons |'arbre précédent en distinguant le nombre detirs selon le résultat du dé:

Ol

08

C
0,2
1
0,8
C
C
0,2
2
C
0,2
0,8
C
\
C
C
0,2
3
C
0,2
0,8
C
C
0,2
0,8
C
C
0,2
0,8
4 c E
0,2
0,8
C
C
0,2
0,8

Ol

08
Calculons la probahilité de I'événement contraire, & savoir, de ne pas crever le ballon :

1-p=0,25x(0,8+0,8°+0,8+0,8%
D'ou: p = 0,4096

Ol
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3. a Tableau deladistribution des fréquences observées :

Facek 1 2 3 4
Nombre de sorties de laface k 58 49 52 41
Fréquences f« 0,29 0,245 0,26 0,205

b. Nousavonsici :

d?= (0,29-0,25)* + (0,245-0,25)° + (0,26 -0,25)° + (0,205-0,25)° = 0,00375

c. Pour un risque de 10%, on compare notre d” observé au 9 éme décile Ds ; ici, on a:

d? < Dy

On peut donc dire, avec un risque d'erreur 10%, que le dé est bien équilibré.

On ne peut donc pas considérer, avec un risque d'erreur de 10%, que ce dé est pipé.
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