BACCALAUREAT SERIE S - 2007 : CORRIGE

1)

2)

Exercice 1 (3 points)

Des vecteurs normaux respectifs netn aux plans (P) et (P') sont :

1 -1
nj2 e n|1
-1 1

On calcule le produit scalaire :
Nn.N=1x(-1)+2x1+(-1)x(1)=-1+2-1=0
Lesvecteurs n et n' sont orthogonaux. Ceci prouve que les plans (P) et (P') sont perpendiculaires.

Pour déterminer une représentation paramérique de la droite d'intersection des plans (P) et (P') (cette droite

existe bien ici puisque ces plans sont perpendiculaires), ON résout le systeme :

X+2y-z+1=0 (E)
{—x+ y+2z=0 (E,)

X+2y-z+1=0
Effectuons |'opération (E;) — (Es) : y (&)
3y+1=0 (E)
X+2y-t+1=0
Posonsz=t, aing : y=-1
z=t
x+2x[—éj—t+1=0
3
1
D'ou: =_=
y 3
z=t

Et en remplagant y par —% dans la premiére équation :

X=——+t

Remargue : puisgue la représentation paramétrique était donnée dans I'énoncé, on pouvait procéder
différemment en vérifiant que la droite (d) proposée est contenue simultanément dans le plan (P) et dans le
plan (P).

Examinons s (d) c (P) : x+2y—z+1=—%+t+2x[—%j—ulzo

Donc (d) < (P).

Examinonss (d) — (P') : —x+y+z=%—t—%+t=0

Donc (d) < (P).

Comme les deux plans (P) et (P') sont sécants selon une droite, cette droite est bien (d).
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3) Nous savons que la distance d(A, (P)) entre un point A(Xa ; Ya ; Za) €t un plan (P) d'éguation cartésiennne
ax + by + cz+ d = 0 est donnée par laformule :

|ax,, +by, +cz, +d|

JaZ +b%+c?

d(A, (P)) =

Dans notre cas, nous avons :

0+2x1-1
ap @) - Iz 2 2066
Pi2+(-)? V6 6 3
-0+1
dA, (P)) = &: 2 _ 2_*/§
JEDP+2 42 N33
4) Faisonsunefigure:
HATT - oA
******* T
G D H
(d)

P)

Notons H et H' les projetés orthogonaux de A sur (P) et (P"). Comme les plans (P) et (P') sont orthogonaux,
le projeté orthogonal D de H sur (P') est confondu avec le projeté orthogonal de H' sur (P). Le quadrilatére
AHDH' est donc un rectangle. La distance entre le point A et ladroite d est donc la longueur AD, diagonale

de ce rectangle, que nous pouvons calculer al'aide du théoreme de Pythagore :

2 2
AD? e Ao (V8] L [2B) 2 4,
3 3) 3 3

AD =+/2

Exercice 2 (3 points)
1) Restitution organisée de connaissance : formule d'intégration par parties.
Nous savons que pour toutes fonctions u et v dérivables, a dérivées continues, sur un intervale[a; b] :
(uv)' =uv+uv
En intégrant sur l'intervalle [a ; b] cette égalité, nous obtenons :
7 vy (9 de=[ U (v + u(xv () cx
Et par linéarité de l'intégrale:
b b b
j (W) (x)dx= j UV dx+ j _u()v(x)dx
[u(x)v(x)]z = j: u'(X)V(X) dx + j: u(x)v'(x) dx

D'ol une formule d'intégration par parties:

j: u(x)v'(x) dx = [u(x)v(x)]z - j: u'(X)v(x) dx
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2) a) Procédonsauneintégration par parties dansl'intégrale | = J‘Oﬂ € sin(x) dx en posant :
u(x) =sin(x) et v'(x) =€
Ainsi : u'(X) = cos(x) et v(x) =€
(Lesfonctionsu et v sont dérivables et & dérivées continues, donc lesintégrales en jeu ont bien un sens)

Uneintégration par partiesdonne aors:
| = [e*sin(x)}0 - IO e* cos(x) dx
| = €" sin(n) — € sin(0) - J
l=-J
Procédons a une seconde intégration par parties dans I'intégrale | en posant cette fois :
u(x) =€ et v(x) =sin(x)
Ainsi : u'(x) =€ et v(x) = —cos(X)
Uneintégration par partiesdonne aors:
I=[-¢ cos(x)}:+ J‘OﬂeX cos(x) dx
| = —€" cog(n) + €° cos(0) + J
l=—€"x(-1)+1+J
=J+€"+1

b) Pour en déduirelesvaleurs exactesdel et J, il suffit derésoudrele systéme:

| =-J
l=J+€" +1
Nous obtenons tres facilement : 21=€e"+1
PR L L
2
Exercice 3 (5 points)
- Partie A -

(E): Z2-(4+)Z+(13+4i)z-13i=0
1) Enremplagant z par i, le calcul du membre du gauche donne:
- (4+10)i%+(13+4i)i-18i=—i+4+i+13i-4-13i=0
Le nombre complexei est donc une solution de |'éguation (E).
2) Développons puis regroupons le membre de droite :
(z-i)(@Z +bz+c)=az’ + bZ + cz— aiZ - biz— ci = aZ + (b — ai)Z + (c - bi)z—ci
Pour que cette quantité obtenue coincide pour tout nombre complexe z avec Z — (4 + i)Z + (13 + 4i)z - 13i,

les conditions suivantes doivent étre satisfaites :

a=1
b-a=-4-i
c—-bi =13+ 4
—ci =-13i
Nous obtenons facilement : a=1;c¢c=13 ;b=-4
Ainsi, I'équation (E) sécrit : (z-i)(Z-4z+13)=0
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3) Nous savons qu'un produit de nombre complexes est nul si et seulement si |'un des facteurs|'est :
z=i ou Z-4z+13=0
Le deuxiéme facteur nous donne une équation du second degré a coefficients réels que I'on peut résoudre
dans C en calculant son discriminant A ou plus ssmplement, ici, par canonisation puis factorisation :
7-42+13=0
(z-2?-4+13=0
(z-2%+9=0
(z-2)*-(3i)’=0
(z-2-3)(z-2+3i)=0
z=2+3i ou z=2-3i
Aufinal, I'équation (E) posséde trois solutions dans C :
S={i;2+3i;2-3i}

- Partie B -
1) L'écriture complexe de la rotation de centre Q(w) et dangle 6 est :
Z2=€"z-0)+o

Ici, nous avons § = % , ®=2+ 3i. L'image A" du point A a donc pour affixe :

Zy=e4(za—2-3)+2+3

J2

Zy = 7(1+i)(—2—2i)+2+3i

Zn=—+2(1+i)?+2+3i
zA-=—\/§x2i+2+3i
zA-=2+(3—2«/§)i

2) Les points A', B et C ont tous les trois une affixe ayant une méme partie rédle, a savoir 2. Ils sont donc
alignés sur ladroite d'équation x = 2.
Soit h I'homothétie de centre B qui transforme C en A'. Notons k son rapport. Nous devons avoir :
Zn=Kzc-2%)+2
En raisonnant sur la partie imaginaire de ces deux membres :
(3-2v2)=-6k+3

V2

k= Y%
3

L 'écriture complexe de cette homothétie h est donc :

y

Z= ?2(2—2—3i)+2+3i
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A
o A
o)
1 2
)
c
Exercice 3 (5 points) - Enseignement de spécialité -

1) Nous connaissons dga le centre de cette similitude : A

Le rapport de cette similitude est donné par :

AC Jgig 82

L'angle 6 de cette similitude est donné par :

AH 6 6 32
8
AC A Z, — 2,
0 =(AC; AH )= arg| 2—* |= arglan — 2 ~ arg(ze— 2 [21]
A
OrzH—zA:—Gi,doncarg(zH—z,Q=—g [2r] et zc— 2, =8-8i doncarg(zc—4)=—% [27].
D'ou : 0=-242__T2q
2 4 4

La similitude de centre A qui transforme le point C en le point H a pour rapport % et pour angle —% .

2) a) L'invariance des points A et C setraduit, en termes d'affixes, par les conditions:

z,=az,+b
z.=az. +b
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En soustrayant membre & membre, il vient :

2n-2=2(2,-7)
8+ 8i=a(-8- 8

8-8i
a= - =
8+8i

b=z -az,=-5+6i +i(-5-6i)=1+i
L'écriture complexe de la similitude indirecte s est donc :
Z=—iz+1+i
Une similitude indirecte ayant deux pointsinvariants est une réflexion.
Ici, il Sagit delaréflexion d'axe (AC).
b) Onadonc: E =g(H)
Ze=—ix(-5)+1+i=1+6i
¢) Il suffit de calculer leslongueurs FE et lerayon R=FA du cercleT :
FE = [z - 2| = [3+ 5i| = /34
FA= Iz -2l = |-3+5i| = /34
DoncE eT.
Remarque : on peut remarquer que H est I'orthocentre du triangle ABC. On a donc démontré ici une

belle propriété : le symétrique de I'orthocentre par rapport aux cotés du triangle appartient au cercle

circonscrit a ce triangle.

3) L'affixe | dumilieu [AC] et : 2= %:—uzi

L'homothétie h de centre B et de rapport k =§ apour écriture complexe:

Z=k(z-2)+ 2z
Ce qui permet de calculer I'affixe du point G = h(l) :

2 2 . . 2.
=—(2Z-2)+2z3=—=(06+4)-7-21=-3+ =1
Z 3(z| Zs) + 23 3( ) 3

Vérifions|'alignement des pointsH, G et F en comparant |es affixes des vecteurs HG et HF :

2.
z =2+ :—3|
z =3+
. 3
On constate que : Z.= > Z
HF = 2 HG
2

Lesvecteurs HG et HF sont colinéaires donc les points H, G et F sont alignés.

Corrigé du BAC S2007 Page 6 G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net

77/

Exercice 4 (4 points)
Bien que ce ne soit pas demandé, des explications sont données ci-dessous pour justifier les réponses.
1) On répéte de maniére indépendante n = 5 fois de suite une éoreuve de Bernoulli (2 issues) :
Succes : le représentant vend son produit a un client donné
Echec : le représentant ne vend pas son produit a un client donné

La probabilité d'un succesest p=0,2.

La variable aléatoire X comptant le nombre de succés suit donc la loi binomiale de paramétres n=5 et

p=0,2.

Ici, nous devons calculer :
5
P(X=2) = (2] x 0,2° x 0,8° = 0,2048

Réponse d
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2) On dresse un arbre de cette situation (notations évidentes) :

P
01
e
025 09 B
P
1 P
075 3
F
2 _
s P

D'aprés la formule des probabilités total es rel ativement & la partition G U F, nous avons :
p(P)=p(P N G) +p(PNF)=0,1x 0,25+ éx 0,75= 0,275

Réponse b

3) Il sagit de calculer la probabilité conditionnelle :

oo(G) = PEOP)_ 0025 1 _ 4501 510° pres
p(P) 0,275 11

Réponse b

4) Lesaires respectives destrois zones sont :
Zone 10 : &t x (10)? = 100x
Zone 20 : 1t x (20) — 7 x (10)? = 400% — 1007 = 3007
Zone 30 : 1t x (30)? — 1t x (20)? = 900r — 400m = 500%

La somme de ces aires est égale a 900r.

La probabilité datteindre la zone la plus oignée du centre ‘ 10 20 | 30
est égalea: | | |
500r _ 5
900 9
Réponse a
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Exercice 4 (4 points)
- Partie A : Etude de certaines propriétés dela courbe @ -

1) Lafonction f est delaforme:
u(x) = In(1+ x)
f=w- Y o V(Xx) =1+ x
W(X) = X
Les fonctions u, v et w sont dérivables sur ]-1 ; +oo[ (v et w sont affines, u est la composée d'une fonction
affine et de la fonction logarithme) avec v qui ne sannule pas sur ]-1 ; +oo[ donc lafonction f est dérivable

(par différence et par quotient) et :

u'v—uv
oW
d v
Ce qui donne pour tout x de]—-1 ; +oof :
1+ x) x Tix —1xIn(1+ x)
) = 1 —
F L+ )’
, 1-In(1+ x)
S s 4
F& 1+ %)

(1+X)? =1+ In(1+ x)

F= L+ x)?

2) Lafonction N est bien définie et dérivable sur ]-1 ; +oo[ €t :
N'(X) = 201+ %) + ———
1+x

Et puisquex € ]-1; +oo[, o0nal+ x> 0 et donc N'(x) > 0.
Cequi prouve que lafonction N est strictement croissante sur -1 ; +oo[.
Par ailleurs, nous avons : N()=(1+0)?-1+In(1+0)=In(1)=0

Par conségquent, nous pouvons en déduire le signe de la fonction N, et par suite, celui de f'(x) :

x| -1 0 +00
SignedeN ou f'(X) — 0 +
Variations
dela
fonction f 0

3) L'abscisse du point d'intersction de la courbe % et de la droite 2 est donnée par la solution de I'équation :
) =x

INn(1+x) _
1+x

IN(1+x)=0
1+x=1
x=0

0

L'ordonnée du point d'intersection de la courbe % et de la droite @ est donc £(0) = 0.

Lacourbe ? et de la droite % se coupent en I'origine O du repére.
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- Partie B : Etude d'une suite récurrente définie & partir de la fonction f -
1) S xe[0; 4], cdasignifie: O0<x<4
Comme lafonction f est croissante sur I'intervalle [0 ; 4], nous avons :

HORIORIC

Or, f(0) =0t f(4) =4~ @

< 4 donc:

0<f(x) <4
2) a) Lacourbe® permet de construire I'image un.; de u,. Ladroite? d'équation y = X permet de reporter les

images construites sur |'axe des ordonnées sur |'axe des abscisses.

[ 2 il < A

Ugt------""-"-""-""“"“"“"“""“"-"-"-"-"-"-"-"—"-"—-"-"—-"—~"—~—-"—-~—">"~—-

b) Considéronslapropriété P définie sur N par :
P(n):u, €[0; 4]
Puisque up = 4, nous avons P(0) ; la propriété P est initialisée en 0.
Supposons P(n) pour un certain entier naturel n :
O<u, <4
Maisdapréslaquestion B1, onaaors: 0< f(u,) <4
Cest-a-dire: O< Uy <4
La propriété P est donc héréditaire pour tout entier naturel n.
D'aprés le principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que la propriété P(n) est vraie pour tout
entier naturd n.

Conclusion : pour tout nde N, on a: u, € [0; 4]
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c) D'aprésle graphique, nous pouvons conjecturer que la suite (uy,) est décroissante.
Pour le prouver, on peut étudier, pour tout entier naturel nlesignede:

In1+u,)
1+u,

Upp — Up = —
Or u, € [0; 4] (question B2b) donc 1 + u, = 1 et In(1 + u,) > 0. On en déduit :
Upr— Uy <O
Ce qui prouve que la suite (u,) est décroissante.
Remargue : on aurait pu combiner les questions B2b et B2c en démontrant, par récurrence, que pour
tout entier naturel n : O<Up<u <4

d) Lasuite (uy) est décroissante (question B2c) et minorée par 0 (question B2b) donc €lle converge vers un

certain réd ¢ apparternant al'intervalle fermé [0 ; 4].
€) Nous savons que : Uns1 = f(Un)
En passant alalimite lorsque n tend vers +oo dans cette égalité, il vient :
[im uUp = lim f(uy)
L= lim f(uy)

Or, lafonction f est continue sur [0 ; 4] donc lim f(u,) = f(£).

Lalimite ¢ delasuite (u,) vérifie donc: f)y=¢

Or, d'aprésla question A3, I'équation f(x) = x a une unique solution 0 sur I'intervalle]-1 ; +oo[ donc:

¢=0

On a prouvé que la suite (u,) converge vers 0.
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