FONCTIONS CIRCULAIRES

Sont appelées fonctions circulaires les fonctions liées au cercle trigonométrique, a savoir notamment les
fonctions sinus, cosinus et tangente.

Rappelons une fagon de définir cestrois fonctions:

N
S H est I'intersection de la tangente au RAPPELS
cercleen | avec ladroite orientée (OM) J anx -1<cosx<1
— L e M
dorstanx=IH . nx g -1<snx<l1
Cette définition prolonge celle d§a connue COS(—X) = COS X
dans e triangle rectangle. En effet, lorsque . Nx | (Ilafonction cosinus est paire)
X est une mesure d'un angle aigu, on adans cosx Sin(=x) = —sin x
letriangle OIH rectangleen | : (lafonction sinus est impaire)
IH IH
tanX= — = — =
Ol 1 J

Exercice : par un raisonnement géométrique, démontrer que: sin x < x < tan x pour tout x € [0 ;g [

I) Fonction périodique

Définition : Soit f une fonction définie sur un domaine D, et T un nombre réel non nul. On dit que f est
périodique de période T (ou T-périodique) S :
pour tout réel x € Dy, X+ T € Dy et f(x+ T) = f(X)

Exemples : les fonctions sinus et cosinus sont des fonctions 2n—périodiques définies sur R. Cela se traduit par

lesrelations: cos(x + 2r) = cos x et Sin(x + 2rr) = sin X pour tout réel x.

Intérét : dés qu'une fonction T—périodique est connue sur un intervalle de longueur T, aors ele est connue sur

5
tout son ensemble de définition. 1l suffit de compléter 1a courbe par trandation de vecteur k Ti (k € Z). Pour
étudier (ou tracer) une fonction périodique, on se limite donc a une période.

Notons que s T est une période, tout multiple de T en est une autre ;

= X 2T) = O+ T) = f(9) = [(x=T) = f(x=2T) = .

Application : calculer cos(73r). Puisque 2n est une période de la fonction cosinus, 36x2t = 72n en est une
également, on a donc cos(73n) = cos(nt + 72r) = cos(n) = —1.

Méthode pour trouver |a période d'une fonction trigonométrigue :

Commengons par un exemple: fX)=cos3x; T="
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Lardation f(x + T) = f(x) setraduit par :
cos(3(x + T)) = cos(3x + 3T) = cos 3x, donc 3T=2x, T= 2—;[

Généralisons :

la période de la fonction définie par f(t) = cos(wt + @) est T= 2n
(O]

la période de lafonction définie par f(t) = sin(ot + @) et T= 2
Q)

Démonstration : f(t + %) — cos(oo(t + %) +¢) = cos{ot + ¢ + 2m) = cos{ot + ) = £(t).

Démonstration anal ogue pour la fonction sinus.

I) Etude des fonctions sinus, cosinus et tangente

Nous le savons déja, les fonctions sinus et cosinus sont 2r—périodiques, définies sur R. Nous pouvons donc
nous contenter de les étudier sur un intervalle de longueur 2r, par exemple [0 ; 2x[ ou |-« ; ©]. Mais nous
savons, de plus, que la fonction cosinus est paire (cos(—x) = cos X) et que lafonction sinus est impaire (sin(—x) =
—sin X). Leurs représentations graphigques admettent donc des symétries. C'est pourquoi nous éudierons ces

fonctions sur [0 ; n[.

Nous rappelons | es résultats fondamentaux suivants :

Lafonction sinus est dérivable sur R et sa fonction dérivée est la fonction cosinus
Lafonction cosinus est dérivable sur R et sa fonction dérivée est la fonction — sinus
De maniére plus générale,

la dérivée de sin(ax + b) est a cos(ax + b)

la dérivée de cos(ax + b) est —a sin(ax + b).

Exemple de démonstration : pour lafonction sinus; f(x) = sin x

L'accroissement moyen de f en x Sécrit :

sin(x+h)—sinx sinxcosh—sinhcosx—sinx . cosh—1 snh
h - h B T

cosh-1_ 0.D'oil lim sin(x+h) —sinx _
h—0 h

COS X.

, . inh .
Or, on démontre que lim S'—=1et lim
h—»0 h h—0

Ces résultats nous permettent de trouver les variations des fonctions sinus et cosinus :

FONCTION SINUS

Posons f(x) = sin x. On adonc f'(x) = cos x

[

Sur [0; g [, £'(X) = cosx > 0, donc lafonction sinus est strictement croissante sur [0 ;

N a

Sur ] g ; 1], f'(X) = cos x < 0 donc lafonction sinus est strictement décroissante sur | g ;7.
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D'oll le tableau de variations de la fonction sinus :

x|0 T s
2
fi(x)=cosx |1 + 0 - -1
1
Variationsdesin
0 0

On en déduit la représentation graphique de lafonction f définie par f(x) = sin x sur [0 ; [ que |'on compléera

sur [ ; m] par symetrie par rapport al'origine puis, sur R, par translation de vecteur 2k T (k € Z).

On compléte
sur [—x ; O] par
symétrie par
rapport a

1
l'origine X

N a
N
N

Intervalle
d'étude

FONCTION COSINUS

Posons f(x) = cosx. On adonc f'(X) = -sin X
Sur [0; «[, f'(X) =—sin x < 0, donc la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0 ; n[.

D'oll le tableau de variations de la fonction cosinus :

fx)=—snx |0 - -1 - 0

! \
variations de cos 0

On en déduit la représentation graphique de lafonction f définie par f(x) = cosx sur [0 ; n[ que I'on complétera

sur [ ; m] par symétrie par rapport a |'axe des ordonnées, puis sur R, par transation de vecteur 2 k TrT

ke Z).
On compléte Y
sur [—x ; O] par
symétrie par /1/
rapport al'axe »
() 41
2
—2n - —n a (6] 2n 5 X
2 2 2
1
>t
1+
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FONCTION TANGENTE

Posons : f(x)=tanx=ﬂ
COSX

Ensemble de définition : D, = [R\{g+ kr, kK € Z} car cos x Sannule pour X = g+ ke, k e Z

Parité : Lafonction tangente est impaire. En effet, D, est symétrique par rapport 40, et deplus:

sn(-x)  sinx _

our tout X € Dy, on a: tan(—x) = —tan x
P / =) cos(—X) COSX
Périodicité : 1a fonction tangente est n—périodique. En effet :
sin(x i
pour tout X € Dy, on atan(x + nt) = (x+m) SlnX=tanx

coS(X+7)  COSX

[

Lafonction tangente éant n—périodique et impaire, nous pouvons restreindre son éude al'intervalle[0; g

Limites au bornes del'intervalle d'étude :

sinx

[im f(x)= lim ——=0 car lim sinx=0et lim cosx=1
x—0" x—0" COSX x—0" x—0"
. : sinx . . .
lim f(x)= lim ——=+0 car lim snx=1e lim cosx=0aveccosx> 0.
o n~ COSX o o
X>— - X—>— X—>—
2 2 2 2

La fonction tangente admet donc une asymptote verticale d'équation x = g .

uv—uv .
, cequi donne:

Dérivée: lafonction f est delaforme u , sadérivée f' seradonc égale a —Z
%
£ = cosxcosx—smx(—smx): 1 1+ tadx
cos” X cos* X
1

Sens de variation : puisgue

est srictement positif pour tout réd x de [O ; T [, on en déduit que la
cos” x 2

fonction tangente est strictement croissante sur [0 ; g [.

Tableau de variations :

signe de f'(X) +

+o0
variations de tan
0

D'ou la représentation graphique de la fonction tangente sur [O ; g [ que I'on complétera sur ]—g ; g [ par

N
symétrie par rapport al'origine puis sur Dy, par trandation devecteur ki (k € Z).
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a
w
A
ny
]

1+

Exercice: étudier lafonction f définiesur R par f(t) =t+sint.

Parité: f est impaire. On peut restreindre I'intervalle d'éude a [0 ; +n].

Périodicité : aucune. Cependant : f(t + 2r) = 2r + f(t), pour tout t € R.

On peut donc éudier la fonction sur [0 ; n[. On complétera la courbe, d'une part, par symétrie par rapport a
I'origine O du repére (f impaire) puis a l'aide de trand ations de vecteurs 2k7r(T + T).

Comme, t—1< f(t) <t+ 1, onendéduit lim f(t) =+ e lim f(t) = —o.
t—>—o

t—+oo

Dérivée: f'(t)=1+cost > 0et f'(t) =0 < cost=-1 < t=n+2kn, k e Z.

Tableau de variations :

t|0 T

Signedela
dérivéef' | O + 0

Variations T
dela /
fonctionf | O
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Courbe :

Cs

2 e /

2n 3n
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