LIEUX GEOMETRIQUES

S5 0>
1) Ensemble E, despointsM du plantelsque u. AM =k (k € R)

N
On donne: un vecteur u non nul, un point A et un réel k.

S5 >
L' ensemble E, sappellelaligne de niveau k de I'application M — u . AM .

Méthode de détermination de E, :

5
Soit &' ladroite passant par A et dirigéepar u .

5 o
Soit H le point deladroite & td que u. AH =k | 1

Q

R
Ains : u. AM=u. AH

- >
(AM-AH)=0

c

B
u. HM =0
-
Conclusion : E, et ladroite passant par H admettant u comme vecteur normal.
Exemples:
Soit [AB] un segment de longueur 4.

- >
1) Recherche de I'ensemble des points M du plan telsque AB. AM = 24.

- - - o
Soit H le point de la droite (AB) td que AB. AH = 24. Aing, les vecteurs ABet AH sont colinéaires de

méme senset on a: AB x AH =24 d'oli AH = 6.
L'ensemble recherché est la droite & ,, orthogonale ala droite (AB) en H.

- >
2) Recherche de I'ensemble des points M du plan telsque AB. AM =-8.

- - - -
Soit H' le point de la droite (AB) tel que AB. AH'= -8. Aing, les vecteurs ABet AH' sont colinéaires de

sensopposésetona: AB x AH' =8 d'olu AH' = 2.
L'ensemble recherché est la droite & g orthogonale aladroite (AB) en H'.

Figure:

Lieux géométriques Page 1 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

> o
2) Transformation de MA?+ MB?, MA%— MB? et MA. MB (et lignes de niveau correspondantes)

Soient A et B deux points distincts du plan, | le milieu de [AB] et M un point quel conque du plan.

On note Al = IB=r.

a) Transformation de MAZ+ MB?

- 2 —> - 2
Ona MA?= MA = (Ml + IA)
- -
doll MA2= MI%+ IA2+2MI . IA
(%)
- -
deméme, MB?= MI?+ IB>+2MI .IB

En additionnant, on obtient :
- > -
MAZ+ MB? =2 MI%+ 1A%+ 1B+ 2MI . (IA+1B)

- - AB
Or, commel est lemilieude[AB],ona: IA+I1B=0etlA=1B= — donc:

2
MA2+ MB? =2 M| 2 +%

(formule dite "de la médiane")

Application : ensemble E, des points M du plan tels que MA?’+ MB? = k (ou ligne de niveau k de
I'application M > MA?+ MB?)

MAZ+ MB? =k
2
M2+ 2B
2
2
K AB”
MI2= — 2
2
2
Sik< AB , dlorsaucun point M ne vérifie I'égalité ci-dessus. Donc E, = &
2
S k= AB ,adorsM = 1. Donc E,={I}

2 2 -
Sik> A5 dorsiM= |2 - T DoncE, ext e cerde decentre et derayon |7~ 7

Exemples:
Soit [AB] un segment de longueur 4.

L'ensemble des points M du plan telsque MA?+ MB? = 40 est le cercle Z 4 de centre le milieu | de [AB] et de
rayon 4.

L'ensemble des points M du plan telsque MA?+ MB? = 10 est le cercle &1 de centre le milieu | de [AB] et de
rayon 1.
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b) Transformation de MA? — MB?

2_—)2_ - —> 9
Ona MAZ= MA = (MI + IA)

- -
doll MA2= MI%+ IA2+2MI . IA
(%)

- -
deméme, MB?= MI?+ IB?+2MI .IB

En soustrayant, on obtient :

- -S> -
MAZ— MB? = 1A%~ IB+2MI . (IA—1IB)

Or, commel est lemilieu de[AB], ona: 1A~ IB*=0

Donc:

- -
MA?2— MB? =2MI . BA

Application : ensemble E, des points M du plan tels que MA?— MB? =k (ou ligne de niveau k de I'application
M > MA%- MB?)

MAZ— MB? =k

- =
2Ml . BA=Kk
—> - k
IM . AB:E

D'aprés 1), E, est une droite orthogonale & (AB).
Exemple:
Soit [AB] un segment de longueur 4.

> -
Recherche de I'ensemble des points M du plan tels que MA?— MB? = 24. Donctel que IM . AB= 12.

-> - -> -
Soit H le point de la droite (AB) tel que AB. IH = 12. Ainsi, les vecteurs ABet IH sont colinéaires de méme

sensetona: ABx IH=12doulH=3.
L'ensemble recherché est la droite & ,, orthogonale aladroite (AB) en H.

- >
¢) Transformation de MA. MB

- > - 5 o e
MA. MB= (MI+IA)(MI+IB)—MI2+ MI .(IA+ IB)+ IA.IB

- > ABZ
Or, MI .(1A+ IB) = O (puisque | est le milieu de [AB]) et IA IB —IA? ==
On adonc:

- - 2
MA. MB=m2-28
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- >
Application : ensemble E, des points M du plan tels que MA. MB =k (ou ligne de niveau k de I'application

M = MA%+ MB?)

- o
MA. MB =k
2
miz- 28T _y
4
2
MIZ= k4 2B
4
: AB? . e i
o Sk<- , dlorsaucun point M ne vérifie I'égalité ci-dessus. Donc Ey = &
2
o Sk=- Aj ,aorsM = 1. Donc E = {I}

2 2 2
. Sik>—A§ ,aorsIM = k+A§ . Donc E est le cercle de centre | et de rayon 1/k+A§ .

En particulier, s k=0 alors E, est le cercle de centre | et derayon r, c'est-a-dire le cercle de diamétre [AB].

Exemples:

Soit [AB] un segment de longueur 4.

- o
L'ensemble des points M du plan tels que MA. MB = 12 et le cercle &1, de centre le milieu | de [AB] et de

rayon 4.

- >
L'ensemble des points M du plan telsque MA. MB = -4 est lepoint I.

3) Transformation de MA =k MB

Soient A et B deux points distincts du plan, | le milieu de [AB] et M un point quel conque du plan.
On note Al = IB=r. D§a, précisonsque s k = 1, alors I'ensemble des points M vérifiant MA = k MB = MB est
la médiatrice du segment [AB]. Précisons également qui s k < 0 alors il n'existe pas de points M vérifiant la
relation MA = k MB. Dans ce qui suit, on supposek > 0 et k # 1.
Les égalités suivantes sont équivalentes : MA =k MB

MA? = k> MB?

— 2 — 2

MA =k:MB
- — - —
(MA-kMB).(MA+kMB)=0

Introduisons le barycentre G, de (A, 1) et (B, —k) et le barycentre G, de (A, 1) et (B, k).
(Ces barycentres existent bien car k= 1 et k= -1)

- -

On obtient alors: 1-KMG,.(1+k) MG,=0
-> -

Et comme (1 -K)(1+Kk)=0: MG, .MG, =0

M est situé sur le cercle de diamétre [G1G5]
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