PROBABILITES (discrétes)

Introduction

Le but de chapitre est de construire un modéle pour décrire les expériences al éatoires. De telles expériences sont
par exemple : le numéro obtenu en lancant un dé, la face obtenue en lancant une piéce de monnaie, la carte
obtenue en la tirant au hasard d'un jeu, le tirage du loto, etc... Le besoin d'avoir une méhode systématique de
description de telles expériences est justifié par le fait que certains résultats qui nous sont parfois intuitivement
évidents et que nous n'arrivons pas toujours a expliquer sont en fait faux ! Comme en témoigne I'exercice
suivant :

Un homme rend visite a une famille ayant deux enfants. L'un des deux enfants, un garcon, entre dans la piece,

calculer la probabilité que les deux enfants soient des garcons.

I) Expérience aléatoire, événements

1) Expérience aléatoir e, issues, univers

Lancer une piece de monnaie et observer le coté exposé de la piece est une expérience dont on ne peut prévoir le
résultat parmi deux éventualités (ou issues) possibles. Une telle expérience est dite aléatoire. Elle comporte
deux issues possibles : pile ou face. (Ou plus selon |e point de vue adopté)

De méme, tirer un jeton d'une urne contenant 100 jetons numérotés 00, 01, 02, ..., 99 et observer le nombre

obtenu est une expérience aléatoire comportant cent i ssues.

Définition
L'ensemble de toutes les issues d'une expérience al éatoire est appel € univers (ou univers des possibles). On note

généralement cet ensemble Q.

A notre niveau, Q seratoujours un ensemble fini.

Exemples:

On lance un dé et on regarde laface obtenue: Q={1;2;3;4;5; 6}

On lance un dé et on regarde si le numéro de la face obtenue est pair ou impair : Q ={P; I}

On lance une piece de monnaie: Q ={P; F}

On lance deux piéces de monnaie: Q ={PP ; PF ; FP ; FF}

Onlancedeux dés: Q ={(i,j)oll<i<b6el<j<6}

Remarquons qu'une méme expérience peut déboucher sur des univers différents suivant les hypothéses faites :
par exemple, si on lance deux dés et qu'on fait le produit P ou la somme S des deux chiffres obtenus, on obtient
respectivement :

0Op={1;2;3;4;5;6,;8;9,;10;12;15;16;18;20;24;25; 30; 36}
0s={2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12}.
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2) Evénements associés & une expérience aléatoire

Exemple : on lance deux dés et on considére la somme S obtenue. L'ensemble de toutes les issues possibles
(univers)est Q={2;3; ...;11; 12}.

Le tableau ci-dessous définit le vocabulaire relatif aux événements (en probabilité)

Vocabulaire

Signification

Ilustration

Evénement éémentaire

L'une desissues de la situation

Obtenir 7: o = {7}

(Noté w) €tudiée (un dément de Q)
Obtenir un nombre pair :
A={2,;4,6,8,10,12}
Obtenir un multiple de trois:
Evénement B={3;6;9;12

(Notation quel conque)

Ensemble de plusieurs issues

Obtenir une somme supérieure a 10 :
C={10;11;12}
Obtenir une somme inférieure a6 :

D={2;3;4;5; 6}

Evénement "A et B"

(Noté AN B)

Evénement constitué desissues

communes aux 2 événements

ANB={6;12}

Evénements"A ou B"
(Noté AU B)

Evénement constitué de toutes

les issues des deux événements

AuB={2;3;4;6;8;9;10; 12}

Evénements incompatibles
(Onnotealors AN B = Q)

Ce sont de événements qui
n'ont pas d'éémentsen

commun

Cn D= donc C et D sont incompatibles.

Par contre, A et B nele sont pas.

Evénements contraires
(L'événement contraire de A

senote A)

Ce sont deux événements
incompatibles dont la réunion

forme la totalité des issues (Q2)

Ici, A représente I'événement "obtenir une
sommeimpaire’. Onaalors:

An A = (ensembles digoints)
AU A =0Q

II) Calcul des probabilités

1) Loi de probabilité sur un universQ

Dé&finition

Soit Q l'univers d'une expérience aléatoire. Définir une loi de probahilité P sur Q, c'est associer, a chaque

événement éémentaire w;, desnombresp; € [0; 1] telsque:

Zpi=l
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Les nombres p; sont alors appel és probabilités. On note aussi : p; = P(wy).
Le principe suivant permet de calculer la probabilité d'un événement quel conque :

Principe fondamental : la probabilité P(E) d'un événement E est la somme des probabilités des

événements élémentair es qui le composent.
En particulier, P(Q) = 1. En effet : P(Q)) = P(HmiJ :z P(w;)= z p =1
i i i

Exemple : soit un dé trugué dont les probabilités d'apparitions des faces sont données par |e tableau suivant :

Issue ® 1 2 3 4 5 6

Probabilité P(w) 0,05 0,05 0,1 0,1 0,2 inconnue

Calculer la probabilité de I'événement A = "obtenir un résultat inférieur ou égal a4" :

D'aprésle principe, P(A) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) = 0,3 L 'événement éémentaire "obtenir 1" est noté

S s . abusivement 1. Idem pour les autres.
Calculer la probabilité d'obtenir 6 :

D'aprés la définition, P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = 1, donc P(6) = 0,5.

2) Une situation fondamentale : I' équipr obabilité

Définition
Lorsque toutes les issues d'une expérience al éatoire ont méme probabilité, on dit qu'il y a équiprobahilité ou que

laloi de probabilité est éguirépartie.

Dans ce cas, larégle de calcul de la probabilité d'un événement A est la suivante :

nombre d'issuesfavorables  Card(A)
nombre d'issuespossibles  Card(Q)

P(A) =

Dans e cas d'un événement démentaire o, on a: P(w) = % ou N est le nombre d'issues possibles (N =
Card(Q?))
(Ces formules sont des conséquences directes du principe fondamental et de la définition)

Donnons des exemples : on lance un dé (non truqué) ; Q={1;2; 3;4;5; 6} : situation d'équiprobabilité.

e Calculonsla probabilité d'obtenir 5 : P(5) = 1/6. (5 est un événement élémentaire)
e Calculonsla probabilité d'obtenir un nombre pair ; P("obtenir un nombre pair") = 3/6 = 1/2.

Et des contre-exemples :

e Danslasdituation du dé truqué (voir ci—dessus), on n'a pas équiprobabilité puisque P(1) = P(2).
e Dansla situation du lancer de deux dés ot I'on fait la somme des résultats obtenus, I'univers est constitué

d'événements non équiprobables (2 ={2; 3; ... ; 11 ; 12} et on a, par exemple, P(2) = 1/36 et P(7) = 6/36)
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3) Calcul delaprobabilitéde Au B

Propriété 1 (cas général) : la probabilité de la réunion de deux événements est :
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

Exemple : dans une classe, 10% des dléves jouent d'un instrument a corde, 20% des ééves jouent d'un

instrument a vent et 5% des é éves jouent d'un instrument a corde et d'un instrument a vent. On choisit un déve

au hasard. Quelle est 1a probabilité qu'il joue d'un instrument a corde ou a vent ?

Notons C I'événement : "I'édéve joue d'un instrument a corde” et V : "I'é@éve joue d'un instrument a vent"

D'apréslesdonnées, ona: P(C) =0,1; P(V) =0,2 et P(C n V) = 0,05.

D'apréslapropriété 1, on obtient : P(C U V) = P(C) + P(V) - P(C n V) = 0,25.

Exercice : démontrer ques C, D et E sont trois événements alors,
PCuDuUE)=PC)+PD)+PE)-PCnD)-P(DNE)-P(ENC)+P(CnDnNE)

En effet : PCuDuUE)=P(Cu(DuUE))=P(C)+P(DUE)-P(Cn(DuUE))

PCuDuUE)=P(C)+P[D)+PE)-PDNE)-P(CnD)u(CnE))

PCuDuUE)=P(C)+PD)+PE)-PODNE)-P(CnD)-P(CnE)+P(CnDnNE)

Propriété 2 (Cas particulier) : s deux événements sont incompatibles, alors la probabilité de leur union
est égale a la somme de leur s probabilités:
S AnB=4g, alorsP(A U B)=P(A) + P(B)

Cette propriété se généralise a toute famille (A,) d'événements incompatibles deux a deux :

n
S pour tous entiersi et j distinctstelsquel <i<nel<j<nonaAnNnA=9 anrsP(U AJ = P(A)
i=1 i=1

(On dit que la probabilité est additive)

Conséguences (de la propriété 2) :

e la probabilité de I'événement contraire A de A est P(A) = 1 — P(A). En particulier, La probabilité
d'un événement impossible (par exemple : " obtenir 7 en lancant un dé") est nulle : P(&) = 0.Y

e S AcBalorsP(A) < P(B)

e P(A\B)=P(A)-P(AnNB)

Démonstrations :

Prouvons déjala propriété 2 :

Soient A et B deux événements incompatibles. Si A ou B est vide, alors la relation est évidente. Supposons A =
DetB+ . NotonsA={e,;&;..;e} eB={f1;f2;..; fm} (Les() ocicn € (i) o<jem rEPrésentent des

événements € émentaires).

@ Réciproquement, s un événement E et tel que P(E) = 0. E est-il un événement impossible (c'est-a-dire : a-t-on nécessairement E = & )?
Réponse : non en général ! En effet, considérons I'expérience suivante : on choisit un nombre réel compris entre 0 et 4 au hasard (en cochant par
exemple un point au hasard sur le segment). L'universest Q = [0 ; 4] qui est un ensemble infini non dénombrable. Soit E I'événement : “le nombre
chois est n". E n'est pasimpossiblecar t € [0 ; 4] et pourtant P(E) = 0. Cependant, s Q et fini, on al'équivalence entre E impossible et P(E) = 0.
Par contre, s Q est infini, on est amené a définir : "E et dit impossible lorsque E = &" et "E et dit P-quasi-impossible lorsque P(E) = 0".

Probabilités Page 4 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

D'aprésleprincipefondamental :  P(A) = z P(e) et P(B) = z P(f))
i-1 j=1

Mais A et B sont incompatibles, donc :
AUuB={er;&;..;&; fi:f2;.; fu}

Donc, toujours d'aprés | e principe fondamental :

PAUB) = Y P@)+ D P(f))

i=1 j=1
D'oll ; P(A U B) = P(A) + P(B)

Prouvons ensuite | es trois conséquences :

e Par définition, Aet A sont incompatibleset AU A= Q.
D'apréslapropriété 2, on adonc: P(A U A) = P(A) + P(A)
Et commeP(AUA)=P(Q) =1, il vient: P(A) + P(A) = 1.
e S AcBaorsBestl'union digointede A et (B\ A) donc: P(B) = P(A) + P(B\ A). Et comme P(B\ A) = 0,
on obtient bien : P(A) < P(B).
o Ensuite, il est clair que les événements A\ B et A n B sont incompatibles et que (A\ B) U (A B) = A (voir
figure ci-dessous).
D'apréslapropriété 2, on adonc : P(A) = P(A\ B) U (A n B)) = P(A\ B) + P(A n B), d'ou lerésultat.
Prouvons maintenant la propriété 1 :
Il suffit d'écrireque: AU B=(A\B) UB.

O

Comme les événements A\ B et B sont incompatibles, on a: P((A\ B) U B) = P(A\ B) + P(B)
Et d'aprées les conséquences : P(AuU B) =P (A) - P(ANB)+P(B)

D'oul e résultat.

Exercice 1 : une urne contient 3 boules rouges, 2 boules noires et 3 boules vertes. On tire une boule au hasard.
Calculer les probabilités des événements R, N, V, et leur contraire.

(P(R)=3/8;P(N)=2/8; P(V)=3/8; P(R)=5/8; P(N)=6/8; P(V)="5/8)
Caculer PRU V). (P(RuU V) =P(R) + P(V) = 6/8)

Exercice 2 : lejeu de 32 cartes. On en choisit une au hasard. On note:

R="tirer un roi"

T ="tirer un tréfle"

RT ="tirer leroi detréfle"

Calculer P(R) ; P(T) ; P(RT) ; P(RU T) (P(R) = 4/32; P(T) = 8/32 ; P(RT) = /32 ; P(RU T) = 11/32)
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Exercice 3 : dans une famille de cing enfants, quelle est |a probabilité qu'il y ait plus de filles que de garcons ?
Notons: F ="il y aplusdefilles que de gargons' et G = "il y a plus de gargons que defilles'.
Pour des raisons évidentes de symétrie, on a P(F) = P(G). En outre, il est clair queF " G=J et queFuU G=

Q (il y a5 enfants, il ne peut pas avoir autant de filles que de garcons ; on aen fait dansce casprécisG = F ).
D'oll P(F U G) = P(F) + P(G) = 1 &, par stite, P(F) = % .

Exercice 4 : démontrer que laréciprogue de la propriété 2 est vraie, a savoir :
S P(Au B)=P(A) + P(B) alors A et B sont incompatibles
(S P(A U B) = P(A) + P(B) alors P(A N B) = 0 donc (Q étant fini) A~ B = @, A et B sont incompatibles)®

Résolution de I'exercice de motivation :

Considérons I'expérience aléatoire suivante : choisir au hasard une famille de deux enfants et regarder s ce sont
des garcons ou des filles. L'univers associé comporte 4 issues possibles : Q = {FF, FG, GF, GG} ou, par
exemple, FG est I'événement "l'ainée est unefille, le cadet est un garcon”. Statistiquement, on peut considérer
ces quatre événements comme équi probabl es.

Dans notre situation, I'expérience est modifiée puisgue I'on sait qu'il y a au moins un gargon parmi les deux
enfants. L'universest alors Q' = {FG, GF, GG} . Il est constitué de trois événement é émentaires équiprobables.

Nous avons donc P(GG) = %

lll) Arbres

Voici trois regles pratiques pour calculer des probabilités directement sur des arbres (régles qui sont en relation

avec des résultats du cours ci-dessus) :

Exemple de situation ou I'on réitére deux

fois une expéience comportant deux

issues A et B de probabilités respectives p A B

et g. L'univers associé a cette situation

comporte 4 issues: P q p q
QO ={AA; AB; BA; BB}

R1 : la somme des probabilités des branches partant d'une méme racine est toujours égalea 1 :
Exemple: p+g=1
R2 : la probabilité d'un chemin est égale au produit des probabilités des branches de ce chemin :
Exemple : la probabilité du chemin AB est : pqg
R3: la probabilité d'un événement est |a somme des probabilités des chemins correspondant a cet événement.

Exemple : La probabilité de I'événement "obtenir exactement unefois A" est : 2pq

@ Attention ! Cette réciproque est fausse lorsque Q n'est pasfini. Considérons I'expérience suivante : on choisit un nombre réel au hasard dans Q
=[0; 100]. Notons A = "le nombre chois est dans[60 ; 70]" et B = "le nombre chois est dans[70 ; 80]". Avec I'hypothése d'uniformité du choix,
ona: P(A)=P(B)=0,1 e P(A U B) =0,2. Onabien lareation P(A U B) = P(A) + P(B) &t pourtant A B= {70} = <& donc A et B ne sont pas
incompatibles.
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Applications:

e Onlanceun dé Si lerésultat est pair on tire un jeton d'une urne contenant 3 jetons (numérotés 1, 2 et 3).
Quelle est la probabilité que |a somme dé + jeton éventuel soit égaleas ?

¢ Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules blanches. On tire des boules de I'urne (sans remise) jusgu'a
obtention d'une boule rouge. Quelle est 1a probabilité d'obtenir les 3 boules blanches ?

o Lelievreet latortue: on lance un dé. Si le 6 sort, le liévre gagne, sinon la tortue avance d'une case. On
continue jusgu'a ce qu'il y ait un gagnant en suivant les cases ci-dessous. Quelle est la situation la plus

enviable: celledu liévre ou de latortue ?

\ 4

ARRIVEE

A

Départ lievre

Départtortue —> 1 —* 2 —™ 3
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