SYSTEMES LINEAIRES

[) Définition d'un systéme linéaire

Définition 1 : Soient n et p deux entiers naturels non nuls. On appelle systéme d'égquations linéaires de n

équations aux p iNCoNNUES Xy, Xy, ... , X, |€ Systéme::

Q1% + X+ A8 X = b,

9 ol a; etb; sontdesrédspour tousi=1,...,netj=1,...,p.

An1Xy + npXot.. A3 Xy = by,

Vocabulaire::

<

o lorsquen=p, le systéme (S est dit "carré
e unesolution de (S) est un p-uplet (X1, X, ... , X) Vérifiant les n équations de (S). Résoudre un systéme, c'est
trouver tous les p-uplets solutions.

A

3

o lorsque tous les coefficients situés sous la diagonale sont nuls, le systéme est dit

333

"triangulaire supérieur”.

Définition 2 : Deux systemes d'équations linéaires de mémetaille (S)) et (S;) sont dits équivalents lorsqu'ils ont

|e méme ensemble de solutions.

Notons ici, que la résolution d'un systéme par des méthodes de combinaisons linéaires simultanées est, certes
parfois rapide, mais ne fonctionne pas toujours par équivalence. C'est pourquoi il est indispensable, lorsqu'on

utilise cette méthode de vérifier les solutions.

Exemple ot I'on transforme un systéme en un systéme non équivalent :

X-y=0 Ly
On considére le systéme:: (9¢ y-z=1 L,

-Xx+z=0 Ls . :
Le probléme ci-contre, provient
Formons un nouveau systéme (S) avec les combinaisons : du fait que I'on effectue trois

opérations smultanément sur le
L« Li+Ly; Ly «Lry—-Ly &t Ly« Lzg+Ly: R
systéme.

Xx—z=1

(S) sx+y-2z=1
-y+z=0

On remarque alors que letriplet (1 ; 0 ; 0) est solution de (S) mais pas de (S). Ces systémes ne sont donc pas

équivalents.
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Il) Opérations élémentaires sur les lignes

NotonsLy, Ly, ..., Ly lesnlignes d'un systeme (S).

Définition : On appelle opération élémentaire sur les lignes|'une des trois opérations suivantes :

1. Echangededeux lignes: L <> L
2. Multiplication d'uneligneparunréd o= 0: L < al;
3. Addition auneligne d'un multipled'uneautreligne: L « L+ AL (A € R)

Les autres lignes non concernées doivent étre réécrites dans le systéme sans modification.

Théoréme 1 : Soit (S un systeme d'équations linéaires. Le systeme (S) obtenu en effectuant des opérations

éémentaires sur (S) est équivalent & (S).

Démongtration :

e OpérationL; <> L;: évident

o OpérationL; <« al; : soit (S) le systéme obtenu en multipliant L; par o = 0.
Soit (sy, ... , S) un p-uplet solution de (S) (sil y en &).
On adonc, en particulier : 1S+ @S+ ... +apH=b (L)
Et en multipliant par o : (0d1)s1 + (a@i2)S + ... + (adip)s, = ob;
Donc (sy, ... , S) est solution de (S).
Réciproquement, si (sy, ... , S,) est solution de (S), on aen particulier :

(0@1)s + (@i2)S + .. + (0@ip)S = aby

Et puisque o, 0 : Q1S+ oS + .+ ApSH =Dy
Donc (sy, ... , S) est solution de (S).

e Opération L < L + AL : soit (S) le systéme obtenu en gjoutant AL; L.
Soit (sy, ... , S) un p-uplet solution de (S) (sil y en &).

{&1sl+&zsz+---+% ,=h (L)

On adonc, en particulier :

Et en formant L + AL;: (a1 + A&1)S1 + (8i2 + A82)S + ... + (8p + A&yp)S = bi + Aby,
Donc (s, ... , S) est solution de (S).
Réciproquement, si (s, ... , S) est solution de (S), on aen particulier :
(&1 + Ag2)s + (G2 + Agj2)S, + ... + (&ip + Adyp)S, = by + Al
(@181 + @i2S2 + ... + BpS) + MA)1S + S+ 43Sy ) = b + Aby

b;

81S1+ 82 + ... + ApSH = by
Donc (sy, ... , ) est solution de (S).

Exemple : reprenons | e systéme précédent qui avait éé traité par une méthode incorrecte :
X-y=0 Ly
On considére le systéme:: (9¢ y-z=1 L,
-X+z=0 Ls
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Effectuons I'opération € émentaire : Ly <« Ls+Ly
On obtient un nouveau systeme (S) équivalent :
x-y=0
(S) ¢ y-z=1
-y+z=0
En observant les deux derniéres lignes de ce systéme, on constate qu'il n'existe pasderédsy et zqui vérifient

les conditionsy —z= 1 et -y + z= 0. |l n'y adonc pas de solution au systéme (S), ni au systeme (S).

[Il) Méthode du pivot de Gauss

Elle a pour but de transformer un systeme (S en un systeme (S) équivalent (en utilisant les opérations
éémentaires sur leslignes) et triangulair e supérieur.
2X-y+z=7 Ly

Dans ce qui suit, on considére le systeme (S) { x+2y—-z=6 L,
-X+y+2z=11 Ls

EXPOSE DE LA METHODE EXEMPLE DE MISE EN (BUVRE

1. On place en L; une ligne dont le coefficient est non nul. (Ce[L; < L,

coefficient est appelé "le pivot"). x+2y—z=6 L
Consdil : choisir, S possible un pivot égal a + 1. 2x—y+z=7 L,

-X+y+2z=11 Ly

2. On dimine la premiére inconnue dans L,, Ls, ... , L, par
I'opération démentaire: L « Li+ALy (A=— %) Lo « Lo—2L ; Ly « Lst+bhy
11
o _ _ o X+2y—-z=6 Ly
3. On choisit parmi Ly, ... L, une ligne ou le coefficient de Oy+3z=—5 L,
I'ilnconnue suivante est non nul et l'on utilise ce coefficient 0+3y+2z=17 Lg

comime nouveau inOt. 3
L3 < L3 + g L2

4. On recommence |'éape 2 a la ligne adéquate jusqu'a obtenir un

X+2y—z2=6 L
systéme triangul aire supérieur. y 1
-5y+3z=-5 L,
14
€z=14 L,

Les solutions du systemes sobtiennent par résolution d'équations de 725 y=4: x=3

proche en proche.

Notre systeéme (S) admet un unique triplet solution : S={(3; 4; 5)}
Note : on peut ére amené a permuter des colonnes (ou des inconnues) afin de se ramener a des pivots plus

smples.
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Exercices : résoudre |es systémes suivants :

X+2y+3z=14
4x+5y +6z=32 (Réponse: S={(1;2;3)})
7x+8y+10z =53

X+y+z+t=4
2X—y+z+2t=4
X-2y+5z-2t=4
X+y+2z=4

(Réponse: S={(1;1;1;1})

IV) Nombre de solutions d'un systéme d'équations linéaires

Théoréme 2 : Un systéme (S) d'équations linéaires admet soit aucune solution, soit une unique solution, soit une

infinité de solutions.

Vocabulaire : un systeme (S) admettant une unique solution est dit de"Cramer".

Exemples: { xty=1 L

2x+ay=b L,
: Xx+y=1 Ly
EffectuonsL, < L, — 2L;. On obtient :
@-2y=b-2 L,
i . . . . . b-2 . a-b
¢ S a=z 2, dorsy sedéermine de maniére unique:y = P doux=1-y= U
—_ a_

Le systéme admet alors un unique couple solution ;

SEXS

¢ S a=2dorsona:0xy=b-2
Distinguons deux sous-cas :
o Sib=2 dorsl'égaité0xy=b-2est impossible. Le systéme n'a pas de solutions.
e Sib=2 aorsl'égalité0xy=b— 2 est réalisée quelque soit lavaleur dey.
Le systéme admet alors une infinité de solutions :
S={(1-y;y)ouye R}

Démonstration du théoréme 2 :

QX + X+ A8 X = b,

a
Notons (S ol a; etb; sontdesrédspour tousi=1,...,netj=1,...,p.

An1 Xy + Xt A3 Xy = by,
Nous avons dégja vu dans les exemples, qu'il existe des systémes sans solution, d'autres avec une unique solution
et d'autres avec uneinfinité de solutions. Il sagit de montrer qu'il n'y a pas d'autres cas possibles.

Nous allons donc montrer que si le systeme (S) admet deux solutions distinctes alors il en admet une infinité.

Soient (Xq, Xz, ... , Xp) €t (Y1, Yo, .. , Yp) deux p-uplets distincts solutions de de (S)
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Q1% + X+ A8 X = b, Yy Ayt Fap Y, = b,

On adonc: S et [

By Xq + BnXp+.. A8 X = by B Y1+ @Yot +anp Y, = by
Par soustraction, on se raméene a un systeme homogene ;
Considérons les p-uplet (z, z, ... , Z,) définispar : z,=tx+ (L - t)yx (1 < k < p) pour tout t € JO; 1[.
(Remarquons que comme les les p-uplets (X1, Xz, ... , Xp) € (Y1, Yo, ... , Yp) Sont distincts, il existe au moins un
indice k tel que X # Y«. Le réel z, défini par z = txc + (1 — t)yx est alors bien distinct de X et yix quel que soit
t €]0; 1[. En effet z. = X entraine (1 — t)x = (1 — t)yx d'ol, (commet = 1), X = yi ce qui est contradictoire. De
méme, z = Yk entraine tx, = tyy d'ot, (commet = 0), X« = yx ce qui est auss contradictoire.)
On adonc bien construit uneinfinité de p-uplets (z, z, ... , 7)) distincts de (X3, X2, ... , Xp) € (Y1, Y2, - + Yp)-
Montrons maintenant que tous ces p-uplets (zi, z, ... , Z,) sont solutions de (S) :

A2 + &2+ AayZ, = Ay (X + (1-1) ;) + @, (X, + (1-1) y,)+.. 48y, (X, + (1-1)y,)

ona 82 + AL+ +8ppZy = A1 (X + (L-1) Yp) +8p (X, + (- 1) Y, ) +.. 43, (X, + (1- 1) Y))

Az + A2t A8nZ, = an (X + (1-t)y;) + 8, (X + (1-t) Y, )+ 4an, (X, + (1-1)y,)
Az + 32+ 8y pZy = t(ag X + a12x2+...+alpxp) +(1-t)(a,y; + a12y2+...+a1pyp) =th +(1-t)b =D,
Az + 82+ A8z, = t(ag X + anzx2+...+anpxp) +(1-t)(ayy, + an2y2+...+anpyp) =th, + (1-t)b, =N,
Donc les p-upléet (z, 2, ... , Z,) sont bien solutions de (S).
Le systéme (S) admet alors une infinité de solutions.
D'ou le théoreme 2.

Interprétation graphigue du théoréme 2 pour les systémes de deux équations linéaires a deux inconnues :

Dans ce cas, chague équation correspond & une équation de droite dans le plan muni d'un repére (O,1, 7).
Résoudre le systéme revient a trouver les coordonnées des points d'intersection de ces deux droites. Or, deux
droites du plan sont soit sécantes (unique solution) soit paralées (infinité de solutions s les droites sont
confondues, aucune solution si les droites sont strictement parall€les).

Condition pour gu'un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues soit de"Cramer” :

Considérons le systéme : ) axtby=c D
¥ ' ax+by=c D,
. . -
Un vecteur directeur deladroite D, est : u(-b;a)
-
Un vecteur directeur deladroite D, est : v (-b'; a)

- -
Les deux droites D, et D, sont sécantes si et seulement si lesvecteurs u et v sont non colinéaires.
On peut donc énoncer :

Lesystéme (S) et de" Cramer" s et seulement si ab' —a'b # 0
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Remarqgue : Lethéoréme 2 est faux s 1'on considére des systémes d'équations non linéaires !

Considérons, par exemple, le systeme (S) suivant :

x> +y*=5
x*-y?=3

En posant X = x* et Y= y?, on se raméne immédiatement & un systéme linéaire (d'inconnues X et Y) ayant un
unique couple solution (X; Y) =(4; 1).
En résolvant maintenant chacune des petites équations x°= 4, et y*>= 1, il apparait que le systéme proposé

admet quatre couples solutions :
S={(-2;-1);(2:1;2:;-1;2; 1}

Autre exemple de systéme non linéaire (& résoudre par substitution)

2x+y?=0
2(x+)y=0

On trouve trois solutions : S={(0;0); (-L+2); (-1;-+2)}
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