GENERALITES SUR LES FONCTIONS

1. Qu'est-ce qu'une fonction ? Vocabulaire

Définition Notion de fonction

A chaque fois que I'on associe & une quantité x une (autre) quantitéy, on dit que que I'on définit une fonction.

Les fonctions sont désignées par des lettres. On note par exemple :

fiXxpy

ou encore : f)=y

On dit quey est I'image de x.
On dit que x est un antécédent dey.

Exemples:

Comme on le constate sur I'exemple précédent, il peut trés bien ne pasy avoir d'antécédents et il peut aussi y en

On choisit un nombreréd x (non nul). On lui goute 4, on ééve le résultat obtenu au carré, on retranche 16,

on divise par le nombre de départ et on retranche 6. Quelle est lafonction f correspondante ?

2
4) -1 2
f(x)zw_ez X 48X 6 xi8_6-x12
X

Avec cette fonction, il suffit d'gjouter 2 pour obtenir I'image d'un nombre x.

On considére lafonction f définie par fixm xX-4
(Cette fonction ééve au carré le nombre de départ x puislui retranche 4)
Quélleest I'image de 3 ? f(3)=3*-4=5
Quelleest I'image de—1 ? f(-1)=(-1%*-4=-3
Qued s sont les antécédents éventuels de 12 ? On cherche le ou les nombres x qui vérifient :
f(x) =12
X¥-4=12
X -16=0

x-4x+4=0

Xx=4 ou x=-4
Le nombre 12 possede deux antécédents par lafonction f qui sont 4 et —4.
Quels sont les antécédents éventuels de —5 ? On cherche le ou les nombres x qui vérifient :

f69=-5
X -4=-5
X =-1

Or, le carré d'un nombrerégl ne peut pas étre négatif, cette équation n'a pas de solution.

Le nombre -5 n'a pas d'antécédent par f.

(Pour uneillustration de tous ces cal culs, on pourra regarder le graphique a la page suivante)

avoir plusieurs. Tout dépend du nombre de solutions de I'éguation f(x) = k.
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Définition Représentation graphique

La représentation graphique d'une fonction f est I'ensemble des points de coordonnées (x, f(x)) dans un repére

donné. Cette représentation graphique est souvent notée C,. Lorsque cette représentation graphique est d'un

seul "tenant”, on parle alors de la courbe représentative de la fonction f.

Pour esquisser une représentation graphique, on remplit souvent un tableau de valeurs.

Exemple avec f(X) = X° — 4.

) 12 5 0 -3 -4 -3 0 5 12

12

A

117

107

Lecture graphique
del'imagede 3.

Lecture graphique des
antécédentsde 12. 1

Remarque : il est préférable d'avoir bien éudié la fonction (sens de variation, extremums, voir les paragraphes
suivants) avant de tracer sa représentation graphique. En effet, entre deux valeurs calculées, il peut parfoisy
avoir des surprises | Par exemple, tracez la représentation graphique de la fonction f : x +x° — 5% + 4x + 2
sur l'intervalle [-2 ; 2]. Si vous remarquez un phénomene étrange, c'est que les points calculés sont en nombre

insuffisants pour vous renseigner sur I'alurerédle de la courbe...
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Définition Ensemble de définition d'une fonction®

L'ensemble de définition d'une fonction f est I'ensemble de tous les réels x pour lesquels f(x) est calculable.

Exemples:
e Soit f lafonction définie par : f)=+V2x-5
Les nombres f(x) sont calculables s et seulement s :
5 Une curiosité:
x=5>0 Sait f lafonction qui ax associe:
x> g N
X
L'ensemble de définition de cette fonction f est : Quel est son ensemble de définition ?
5
Di= |=;+
! }2 w}
e Soit g lafonction définie par : g(x) = 3X_21
X_

Les nombres g(x) sont calculables s et seulement s :

X—-2%0

On dit que 2 est une

X#2 "valeur interdite"”.

L'ensemble de définition de cette fonction g est :
Dg=]-0;2[ U]2; +oo

Cequel'on note encore:: Dg=R\{2}
e Soit hlafonction définie par : h(x) = 2;
3X” +9x

Dans ce cas, on peut plutét chercher les valeurs de x pour lesquelles h(x) n'est pas calculable :
3¢ +9x=0
On factorise par 3x : AX(x+3)=0
x=00ux=-3
L'ensemble de définition de cette fonction h est donc :
Dp=]-0;-3[U]-3;0[ U]0; +oo

1
2x+5

e Soit k lafonction définie par : k(X) = V2—3x+
Les nombres k(x) sont calculables si et seulement s :
2-3=0¢e 2x+5%0
2>3x et2x#-5

XSE e x;r&—E

3 2
L'ensemble de définition de cette fonction k est donc :

oe-g 1

Dans le cas de lafonction f : x+— x* — 4, que nous avons représentée plus haut, on aD; = R.

D gn général, cette question ne se pose pas ; en effet, se donner une fonction, c'est se donner un ensemble de départ E, un ensemble darrivée F et
un procédé qui a tout dément x de E associe un dément y de F. Se pose la question lorsgu'on recherche la plus grande partie E de R sur laquelle
on peut effectivement définir lafonction f.
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2. Sens de variation d'une fonction

Définition
Soit f une fonction définie au moins sur un intervallel. On dit que:
e festcroissantesur | si:pourtousuetvdansl:u<v = f(u) < f(v)

e feststrictement croissantesur | S : pour tousu et vdansl :u<v = f(u) < f(v)

e festdécroissantesur | s :pourtousuetvdansl:u<v = f(u) = f(v)

e f est strictement décroissantesur | s : pour tousu et vdansl :u<v = f(u) > f(v)

e festmonotonesur | s f est croissante sur | ou décroissante sur |.

o feststrictement monotone sur | s f est strictement croissante sur | ou strictement décroissante sur 1.

Remarques :

e cesnations ne sont valables que sur un intervalle ;
e ondit parfois que f est croissante s elle conserve les inégalités et que f est décroissante s elle renverse les
inégalités;

e s unefonction est strictement croissante sur un intervallel, alors €lle est croissante sur .

Illustration graphique:

f) f)

f(u)

fo) fo)

f(u)

Fonction croissante : Fonction décroissante :

u<v = f(u) < f(v) u<v = f(u) = f(v)
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Exemple : poursuivons I'éude de la fonction f définie par f(x) = X* — 4 et montrons, comme le suggére le
graphique, que cette fonction est strictement croissante sur I'intervalle [0 ; +oof et strictement décroissante sur
I'intervalle]— ; Q.
Soient u et v deux réels quel conques de l'intervalle [0 ; +oo[. Supposons que:
O<u<v (1)
Alors en multipliant les membres des inégalités (1) par u (qui est positif), on obtient :
0O<U<uv 2

Par ailleurs, en multipliant I'inégalité (1) par v (qui est auss positif), on obtient :

o<uw<V €)
En combinant les inégalités (2) et (3), nous obtenons :
u? < V2
Et en retranchant 4 dans chague membre : wW-4<v-4
Clest-a-dire: fu) < f(v)

Lafonction f est donc bien strictement croissante sur I'intervalle [0 ; +oo[.

Soient u et v deux réels quel conques de l'intervalle [—oo ; 0]. Supposons que:
u<vs<O0 1)
Alors en multipliant les membres des inégalités (1') par u (qui est négatif), on obtient :
w>u =0 2)

Par ailleurs, en multipliant I'inégalité (1') par v (qui est aussi négatif), on obtient :

uw>vV=>0 (3)
En combinant lesinégalités (2') et (3'), nous obtenons :
u? >V
Et en retranchant 4 dans chague membre : wW-4>vV-4
Clest-a-dire: f(u) > f(v)

Lafonction f est donc bien strictement décroissante sur I'intervalle [0 ; +oo[.

Nous ferons, plustard, une éude plus systématique du sens de variation des fonctions usuelles suivantes :

x > x* (fonction "carré")
X = 1 (fonction "inverse")
X

X ax+ b (fonctions"affines")

x X3 (fonction "cube")

X - +/x_(fonction "racine carrée")
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Le sens de variation d'une fonction peut étre résumé dans un tableau (appelé "tableau de variations').

Par exemple avec lafonction f : x > x* — 4, nous obtenons |e tableau de variations suivant :

X —0 0 +00
Variations +00 +00
dela \ /
fonction f -4

On constate que cette fonction f admet un minimum égal a—4 (mimimum atteint lorsque x = 0)

Consacrons un paragraphe a cette notion de minimum et de maximum.

3. Maximum et minimum d'une fonction

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Dire que le nombre f(a) est un maximum de f sur | signifie que

pour tout réd x del : fX) < f(a)

Remarques :
e |l existe des fonctions sans maximum (C'est le cas de lafonction x — x? — 4 lorsqu'on la considére sur R).

e Lanotion de maximum est liée al'intervalle considéré.
Exercice : donner la définition du minimum d'une fonction sur un intervallel (sil existe).

Exemple: soit f lafonction définie par : f)=x(1-x)
Démontrer que f admet un maximum égal a % sur R. (On peut utiliser un graphicue pour conjecturer ce résultat)

On éudie, pour tout x € R, lesigne de la différence:

1 1 1, (1N
Z—f(x)—Z x(1 x)—4 x+x—(2 )

2
Et comme, (%— ) = 0 pour tout x € R, on en déduit :

fx) S% pour tout X € R
1) 1
Deplus: ==
eplus f[zj 4
1
On adonc, pour tout x € R : fxX) < f[zj

Lafonction f admet bien un maximum, sur R, égal a % qui est atteint pour x = % .
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4. Fonctions linéaires - Fonctions affines

Définition

Lesfonctions f, définies sur R, dont I'expression peut se mettre souslaforme:
f(X)=ax+ b ouaetbsont deux réels

sont appel ées fonctions affines.

Deux cas particuliers:

e lorsqueb =0, lafonction f : x = ax est ditelinéaire

e lorsguea=0, lafonction f: x = b est (dite) constante.

Exemples : lesfonctions f et g définies ci-dessous sont affines
o f(X)=3x+2
o g =(x+1°-xX¥=2x+1

Une fonction affine est la somme d'une fonction linéaire et d'une fonction constante.

Vocabulaire:
Leréd a sappelle coefficient directeur et leréd b |'ordonnée al'origine.

Théoréme
La représentation graphique d'une fonction affine dans un repére est une droite.

Celle d’'une fonction linéaire est une droite passant par |’ origine du repére.

Démonsgtration

Plagons-nous dans un repére quel conque (O; i, ]) et montrons déja le théoréme pour les fonctions linéaires.
Soit f : x > ax une fonction linéaire avec a non nul (s a est nul, la représentation graphique de f est I’axe
des abscisses qui est bien une droite)

Soient A(Xa , Ya), B(Xs, ys) deux points de la représentation graphique de f d'abscisses xa €t xg strictement
positives.

On adonc: Ya=aXa €t Yg=axg

Considérons le point | projeté du point A sur ladroite (OB) paralléement al’axe (Oy). (Vair figure ci-dessous)

Lespoints| et A possedent donc la méme abscisse.
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Par applications successives du théoréme de Thalés, on a:

X_O _¥%
g OB Vg
Or, yg = axg donc : Xa_ N
Xg aXg
D’'ou: Vi = aXa=Ya

Lespoints| et A sont donc confondus.

Comme O, | et B sont alignés, il en est donc de méme des points O, A et B.

La partie de de la représentation graphique de f correspondant aux abscisses positives est donc bien une droite.
Comme la représentation graphique de f est symétrique par rapport a I’ origine O du repére, on en déduit que
C' et également une droite.

Le cas des fonctions affines s en déduit par translation de vecteur b j .

Liens avec |es situations de proportionnalité

Les fonctions linéaires correspondent a des situations de proportionnalités. En effet, si deux grandeurs x et y
sont proportionnelles, liées par un coefficient a, on aaors:
y =ax
Par contre, s f est une fonction affine (non linéaire) aors les nombres f(x) ne sont pas proportionnels aux
nombr es x. Cependant, |es accroi ssements de f(x) sont proportionnels a ceux de x. En effet, pour tous réels x et
xona: fX) - f(x)=ax —ax=a(X — x)
Réciproquement, si une fonction f possede la propriété que les variations des images est proportionnelle aux
variations des abstisses, alors f est affine. En effet, Sil existeun réd a tel que pour tousréglsx et X' :
f) - f(X) =alx-X)

Alorsen particulier pour X =0 : f(X) — f(0) = ax

f(x) =ax+ f(0)
Cequi prouve bien que f est affine.
Le coefficient de proportionnalité est le réel a. On I'appelle accroissement moyen ou coefficient directeur de f.
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Interprétation graphigue du coefficient directeur

Onavuque: a=

f(X)—f(x) _ _decalage vertical

_ Y= V¥a

y

Ordonnée al'origine: 5t
b= £(0)

Décalage horizontal = +2

»

X - X décalage horizontal Xz — X,

3
D:y=—x+3
2

Décalage vertical = +3

Coefficient directeur :

a= —
2

1 0

-4

4

Sur |'exempl e représenté ci-dessus, on donne un coefficient directeur a = g et une ordonnée al'origneb = 3.

Ceci permet de facilement tracer la droite D (en cas de valeurs moins pratiques de a et b on calcule I'image de

deux points et c'est fini). Réciproguement, s c'est la droite D qui est donnée, la construction permet de

retrouver graphiquement le coefficient directeur a. Par calcul, on utilise la formule ci-dessus.

Théoréme Sens de variation d'une fonction affine
Soit f : x = ax + b unefonction affine.

e S a>0,aorsf est gtrictement croissante sur R

e S a<0,adorsf et strictement décroissante sur R.

Démonstration

C'est une conséquence de la régle des signes.

Supposons a > 0. Soient u et v deux régls quelconquestels que :

u<v
Lesréelsv — u et a sont tous les deux positifs, donc :
av-u)>0
En distribuant : av—au>0
En gjoutant au : au < av
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En ajoutant b : au+b<av+b
fu) < f(v)
Donc f est strictement croissante sur R.

Supposons a < 0. Soient u et v deux régls quelconquestels que :

u<v
Lesrédlsv — u et a sont de signes opposes, donc :
av-u)<0
En distribuant : av—au<o
En ajoutant au : au > av
En ajoutant b : au+b>av+b
f) > £(v)

Donc f est strictement décroissante sur R.

Signe d'une fonction affine

Soit f : X > ax + b une fonction affine avec a = 0.

En quelque sorte, on
démontreici, qu'on ne
change pasle sensdune
inégalité lorsgu'on la
multiplie par un nombre
positif et on le change
lorsqu'on lamultiplie par
un nombre négatif.

Lafonction f sannule en _b €t son signe est donné par les tableaux ci-dessous :
a

[Méthode générale] Si a est strictement positif, alors:
a>0 b
axX+b>0<« ax=2-b © x= —=
Lafonction affinex > ax+ b est
croissante
b
X —0 e +o0
a
Signedeax + b - 0 +
Si a est grictement négatif, alors:
a<0 b
axX+b=>0< ax=2-b «© x< —=
a
Lafonction affinex > ax+ b est
décroissante
b
X —0 e +00
a
Signedeax + b + 0 -
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Exemple : éudier le signe delafonction affine f : x > 2x + 1.

On dresse un tableau de signes :

+o0

2x+1

Par exemple, les solutions de I'inéquation 2x + 1 > 0 sont les nombres de I'intervalle |:—%,+OO|: .
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