CALCUL INTEGRAL

1. Définition de l'intégrale dans le cas d'une fonction continue positive sur un segment [a, b]

1.1. Définition L'unité d'aire
Soit P un plan muni d'un repére orthogonal (O;1, | ).

Soient |, J et K les points définis par :
lua

Ol=i,0J=] e OK=i+

J

] »

o H g X
On appelle unité d'aire (notée en abrégé u.a.) I'unité de mesure des aires telle que :

Aire(rectangle OIKJ) = 1 u.a

Remarques :

e OIKJ peut éreun carrélorsquelerepére (O ;1 | ) est orthonormé.

e Sil'ona, par exemple, Ol = 3cm et OJ = 2 cm, aors une unité d'aire correspond & 6 cm?.

1.2. Définition Notion d'intégrale d'une fonction continue positive en tant qu'aire

Soit P un plan muni d'un repére orthogonal (O ;1,7 ).

Soient :

e aetbdeuxrédsaveca <b.

e f unefonction continue (ou continue par mor ceaux”) et positive sur le ssgment® [a, b].

On appelleintégralede f dea ab l'aire, exprimée en u.a., du domaine D suivant :

D={M(x,y) e Ptdsquea<x<b e 0<y< f(X)}
(D est ledomaine délimité par la courbe de f, I'axe des abscisses et les deux droites verticales d'équations x = a et x = b)
b b
On note cette quantité : _[ f(t)dt ou _[ F(X) dx
a a

Lesréelsa et b sappdlent les bornes del'intégrale.

1 u.a = uneunitédaire

Illustration :

L'airede D est de mesure
FINIE. En effet, f est continue
sur le segment [a, b] donc
majorée. |l existedonc un
rectangle contenant D.
X
Remarques :

Lavariablet (ou x ou autre) figurant dans I'intégrale est "muette" ; elle peut &re notée par toute autre |ettre. Le

symbole dt (ou dx) ne joue aucun role pour le moment, si ce n'est de préciser quelle est lavariable.

@
@

Cette hypothése est indispensable pour définir I'intégrale d'une fonction en escalier.
Un segment est un intervalle fermé borné.
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Premiers exemples:

Rapportons le plan & un repére orthonormé (O ;1, ] ) avec||i || =l j | = 1 cm. (Ainsi 1 u.a. correspond a1 cm?)

Casd'unefonction f égale & une constante positive (notée k € R,) sur [a, b] aors:

_[:f(t) dt = J':kdt=(b—a)k ua.

(On a smplement appliqué la formule longueur x largeur pour calculer I'aire dun rectangle!)

y
C
S T f
D
J A&
lua
o =I a b X
) ) ) b
En particulier, s f est nulle sur [a, b] alors: _[ f@)dt=0
a

Casd'unefonction f affine (notons f(x) = mx + p) supposée positive sur [a, b] aors:

(petite base + grande base) x hauteur

b
[ #(t) dt= Aire du trapeze ABBIA =
a

y
mb +p

ma+p

(AA'+BB')AB: (ma+ p+mb+ p)(b-a) _1
2 2 2

[ rey a- m(o? — &%) + p(b - a)

Casdelaparabale. Sait f lafonction définie sur R par :

fx) = %2
On avu (voir le DM 1 sur la quadrature de la parabole) qu'alors:

oo

Casd'une fonction en escalier (toujours supposée positive) sur [a, b] :

Laformule ci-contre
n'est pas a connaltre
par coaur.

Il Sagit desfonctions pour lesquellesil existe desréds ag, &, ..., a, vé&rifiant :

a=ap<a<..<a=b

L'ensemble{ap; a;; ... ; a.} et
appelé une subdivision adaptée a f.

tels que f soit constante sur chacun desintervalles ouverts]a, a4 (O <i<n-1)

Calcul intégral. Page 2 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

En notant 2; la valeur constante de f sur ]a;, a.4[, on aalors:
b n-1
Lf(‘) dt = ZO‘,(%—&)M
I=

(Pas de panique, cette formule n'est qu'une somme d'aires de rectangles!)

Ilustration avec n = 4.

Remarque: f peut prendre

y
des valeurs quel conques en
les points dela subdivision,

. celan‘aura pas dincidence
L ' sur l'aire. desrectangles.
Ao |----mmee-
[ ]
g [rommmemm e s
L »
Ag |-
o a=ag a & as a=h X

Remarques :

e f peut prendre n'importe quelle valeur en chacun des points g; ; cela ne modifie pas |'aire.

e La formule donnée ci-dessus pour les fonctions en escaliers en fondamentale. C'est cette formule
(généralisée a des A; réds quelconques) qui sera prise en définition plus tard (classes post-bac). En effet,
d'une part, il est facile de prouver les propriétés (telle que la linéarité) des intégrales pour les fonctions en
escaliers. D'autre part, il y a un résultat trés fort qui est que "toute fonction continue sur un segment peut
étre approchée par des fonctions en escaliers' ce qui permet d'éendre les propriétés obtenues sur les
fonctions en escaliers aux fonctions continues. C'est ains que I'on construit, par exemple, I'intégrale dite de

Riemann.

Exemple fondamental : quadrature de I'hyperbole

Notons, pour tout x € [1, +oof, S(X) I'intégrale: S(x) = let}dt

D'aprésla définition 1.2., S(x) est I'aire du domaine:
D(X)={M(t,y) e P telsque 1 <t < xet0<y< f(t)}
(D(x) est e domaine délimité par la courbe delafonction inverse, I'axe des abscisses et les droites verticales d'équationst = 1 et t = X)
Soit to un réd fixédel'intervalle [1, +oo[.
Soit t un réd del'intervalle[1, +oof.

Distinguons deux cas:
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=

—
~ | o

Casl:to <t Alors St) — Sty) et I'aire du domaine délimité par la courbe de la fonction inverse, I'axe des
abscisses et les deux droites verticales d'équations x = to et X = t.

1

< =

Or, par décroissance de lafonction inverse, on a: 57T
0

S(t) — S(to) est encadrée par I'aire de deux rectangles, de largeur (t — to) et de hauteurs respectives Yl et ti :
0

-t -t
0 < Ht) - Sty < —2
t to

1_S-St) _1
t t—t, t

Onadonc:

En passant a la limite lorsque t tend vers ty, le théoreme des gendarmes permet d'affirmer que I'accroissement

moyen M admet une limiteen t, égal a ti , lafonction Sest donc dérivable adroiteen to.
] 0

Cas2:t < to. Un raisonnement analogue a ci-dessus montre que S est dérivable a gauche en t,.

ilan: onadonc: S(to) = 1
0
Ceraisonnement éant valable pour tout réd to de[1, +oo[, on adonc pour tout x de[1, +oof :

swzé

vy}

Considérons maintenant la fonction f définie sur [1, +oo[ par :
f() =8 —Inx
Lafonction f est dérivable sur [1, +oo[ (car lafonction Set le logarithme népérien le sont) et on a:
9 =SK-(nxy = - =0

En conséquence, f est constante sur [1, +oof : f(x) =k
or, f)=91-In1=0
D'olk=0¢€t f est nullesur [1, +oo[, onconclut:  S=1n

X
On amontré que pour tout rég x de[1, +oof : L t}dt =Inx

On montre, de méme, ce résultat pour x € ]0; 1[.
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Exercice:

Soit f lafonction définie sur [-1 ; 1] par : f(¥) = V1-x?
1. Véifier que la courbe C; représentant f est le demi-cercle de centre O et de rayon 1 qui est situé dans le

demi-plan des ordonnées positives.
1
2. Endéduire: ‘[ V1-x2 dx = %
0

Solution :

1. Soit M(x,y) unpointdeC;.Onaalors: y= \/1—7 =20
Donc M est situé dans |le demi-plan des ordonnées positives.
Deplus: OM?= X2+ y?= x®+1-x°=1
Et comme OM = 0 (C'est une distance) : oOM=1

Donc M est situé sur le demi-cercle de centre O et de rayon 1 correspondant aux ordonnées positives.
Réciproquement, soit N(a, b) un point de ce demi-cercle. On aalors:
b>0e ON°=1

b>0 et a?+b’=1
b>0et b?=1- a2
Etcommea e [-1,1],onal— a’> 0, dol: b= v1-a?

b= f(a)
N e Cf
On a montré que la courbe C; coincide avec le demi-cercle de centre O et de rayon 1 qui est situé dans le

demi-plan des ordonnées positives.
e s 1 2 , . . P . .
2. La quantité _[0«/1—x dx represente l'aire du domaine ddimité par C;, I'axe des abscisses et les droites
verticales d'éguations respectives x = 0 et x = 1. Ce domaine est un quart de disque de rayon 1. Son aire est

donc égalea % :

1
_[ Vi-x2 dx= " ua
0 4

-1 (0] 1 X
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1.3. Propriété Calcul de I'aire située entre deux courbes

Soient f et g deux fonctions continues et définies sur un segment [a, b].
On suppose que : 0<g<fsaurab]
Alors, I'aire du domaine D défini par

D={M(x,y) e Ptdsquea<x<b e g(xX) <y < f(X)}

b b
est donnée, en u.a., par : _[af(t) dt - Ia g(t) dt

Démongtration :
Notons, pour toute fonction continue f sur [a, b] :

D(f) ={M(x,y) e Ptddsquea< x < b e ycomprisentre0 et f(x)}
Ains, on alapartition : D(g) I D =D(f) (LI : union digainte)
En passant aux aires: Aire(D(g)) + Aire(D) = Aire(D(f))

b b
J' g(t)dt+Aire(D)=_[ £(t) dt

D'ou e résultat.

Exemple:

Avec f et g définiessur [0 ; 1] par :
fO)=x et g6 = x*

L'aire D hachurée ci-contre est donnée par :

1

1 1
Aire(D):J'Oxdx —J'Oxzdx= %—%

Exercice:
1
Démontrer que: _[0 Vxdx= %

(On pourra se placer dans un repére orthonormé et utiliser la fait que les courbes représentatives des fonctions

définies sur R, par X > x2et X > +/x sont symétriques par rapport ala droite d'équation y = x)

1.4. Définition Permutation des bornes
Soit P un plan muni d'un repére (O ;1,7 ).
Soient a et b deux réelsavec a < b et f une fonction continue sur [a, b].

On convient alors que: I:f(t) dt=—_[:f(t)dt

Autrement dit, permuter les bornes de I'intégrale change le signe de cdlle-ci.
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2. Extension aux fonctions de sighe quelconque sur un segment [a, b]

2.1. Définition Cas d'une fonction négative
Soit P un plan muni d'un repére (O ;1,7 ).
Soient a et b deux réelsaveca < b.

Soit f une fonction continue (ou continue par mor ceaux) et négative sur le segment [a, b.

On appelleintégralede f deaab |I'opposé del'aire, exprimée en u.a., du domaine D suivant :

D={M(x,y) e Ptdsquea<x<b e f(x) <y<0}
b
Cette quantité est encore notée I f)dt.
a

Autrement dit, lorsque f est négative sur [a, b], on a:

[Cra=- ] lr|a

Exemple:
1
Calculer I'intégrale : IO(—ZX—Z)dx
On vérifie que I'application X = (—2x — 2) est bien négative sur [0 ; 1].
LedomaineD ={M(x,y) e Ptelsque0 < x <1 e f(X) <y < 0} estici untrapézedaire 3 u.a (exercice)

Comme la fonction intégrée est négative sur [0 ; 1], on en déduit :

J’l(—zx—z)dx=—3
0

2.2. Définition Cas d'une fonction de signe quelconque

Soit P un plan muni d'un repére (O ;1,7 ).

Soient a et b deux réelsaveca < b.

Soit f une fonction continue (ou continue par morceaux) sur le segment [a, b.

On définit deux nouvelles fonctions continues™ (ou continues par morceaux) f* et f~ par :

f(¥) 8 f(x)=0 f(¥) s fx)<0

0 sinon 0 sinon

f®={ af®={

(Evidemment f* est positive et f~ est négative)
On appelle dorsintégralede f dea ab la quantité

Cette derniéreintégrale et

b b . b
.[a fd = -[af ® dt+.[af (t) dt négative (car /~ I'est).

b
En d'autres termes, I f(t) dt se calcule en comptant positivement |'aire des domaines ou f est positive et
a

négativement l'aire des domaines ou f est négative.

@

Py e I e
2

Le lecteur consciencieux pourra vérifier que f*+ f = f & f* — f = |f]. Il en déduira les relations f* = =~ et f =
2
comme f est supposée continue (ou continue par morceaux), I'application |f| I'est également (par composition) ; et comme la somme (et la

+
différence) de fonctions continues (ou continues par morceaux) |'est encore, on en déduit que les applications f* = S+ e
2

f = f;m sont
2

bien continues (ou continues par morceaux).
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Illustration et représentation desfonctions £ et £ :

y
. /_\
(0] X
y
a
o / b X

.

Exemple:

5
Calculer : |=J’2 (x—3)dx

Aprés un calcul démentaire, on obtient :

I=—£+2=§
2 2

Calculer I'aire A du domaine hachuré.
Cettefois-ci :

A=E+2=E
2 2
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Remarques :
¢ L'intégrale (d'une fonction continue sur un segment) est donc une air e algébrique.

e On verra, plusloin, une méthode plus rapide de calcul desintégrales al'aide des fonctions primitives.

3. Premiéres propriétés de I'intégrale d'une fonction f sur un segment [a, b]

3.1. Propriété Positivité de l'intégrale

S f est continue et positive sur le segment [a, b] aveca < b, alors:

J':f(t) dt>0

Démongtration :

C'est immédiat puisque une aire est positive.

Remarques :

Evidemment, S f est négative sur [a, b] alors son intégrale est négative.

Par contre, on ne peut rien dire, a priori, du signe de l'intégral e d'une fonction changeant de signe sur [a, b].

3.2. Propriété Compatibilité avec I'ordre (intégration d'une inégalité)

S f et g sont continues sur le segment [a, b] aveca < b aors:

b b
F<gsur[a b :J’ £(t) ot < J’ g(t) dt

Démongtration :
Etudions d'abord le cas ol f et g sont positives (on adonc0 < f < gsur [a, b]) :
Notons pour toute fonction continue f sur [a, b] :

D(f)={M(x,y) e Ptdlsquea<x<b e 0<y< f(X)}

D={M(x,y) e Ptdsquea<x<b e f(X) <y<gXx}

o a b X

Vu les hypothéses, on ala partition suivante :
D(g) =D(/f) LID

b b
D'ou: J' g(t) dt = J' () dt+ Aire(D)
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b b
Et comme Airg(D) = 0, nous obtenons : _[ f(t)dt <I g(t) at
a a

Etudions maintenant le cas ol f et g sont de signes quelconques sur [a, b].

On suppose toujours que : f<gsr]a b]

Comme f est continue sur [a, b], elle est bornée (et atteint ses bornes). Notons mle minimum de f sur [a, b].
Ains lesfonctions f — met g — m sont positives sur [a, b].

Il est clair que I'aire du domaine D compris entre les courbes de f et de g est égale a celle du domaine compris

entreles courbestransatéesde f —met g—m:

aireD) = [ at— [0 dt= [ (o -md— [ ¢@-m ot

b b
On en déduit, la encore que: _[ f(t) dt <I g(t) dt
a a
Exemple:
1. Démontrer que pour tout réd t € R, :
1-t< i <1
1+t

2. En déduire que pour tout x € R, :

X2
x—7 <In(l+Xx) <X

Solution :
1. Commet e R,, on peut écrire 1-12<1<1+t
A-l+t)<1<1+t
Etendivisantpar 1+t>0: 1—t<1—1t<1
+

2. Soit x € R.. Enintégrant, entre O &t X, |'encadrement ci-dessus, on obtient :
X x 1 X
J’ L-t)dt < J’ = dt < J’ 1dt
0 01+t 0

Or, l'aire sous la courbe représentant la fonction t 1_1t entre les points d'abscisses O et x est la méme
+

(viaunetrandation) que celle sous la courbe de la fonction inverse entre les points d'abscisses 1 et X + 1.

D'aprés le résultat obtenu lors de la quadrature de I'hyperbole, on a:

1
J’X 1 olt:J'lX+ %dt=|n(x+1)

01+t Naturellement, nous verrons plus

Par ailleurs, on calcule facilement : loin des techniques plus pratiques
pour calculer ces intégrales a l'aide

X NG X des fonctions primitives.
J' A-Hadt=x- > Ioldt=x p
0

X2
D'olr : x—7 <In(l+x) <X
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3.3. Propriété Inégalité triangulaire

Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] (a < b).

Alors: U:f(t) dt| < I:|f(t)| dt

Démonstration :
On atoujours: —fl < f < |f| sur [a, b]

En intégrant lesinégalitésentrea et b (a < b), on obtient :

b b b
—J’a|f(t)|dt< J'af(t)dts Ia|f(t)|dt

D'ou ‘ J’ b £(t) dt| < J’ :| @) dt

3.4. Propriété Relation de Chasles
Soit f une fonction continue sur un segment 1.

Soient a, b et c dansl|.

Alors: J’:f(t)dt= J’:f(t)du J'be(t)dt

Démongtration :
Notons P le plan muni d'un repére orthogonal (O;i, ] ).
Pour tousréelsa et b del, on note:
D(a,b)={M(x,y) e P,a<x<b e ycomprisentre 0 et f(x)}

(D(a, b) est le domaine délimité par la courbe de f, I'axe des abscisses et |es deux droites verticales d'équations respectives x = a et X = b)

Digtinguons plusieurs cas :
Casas<c<b:
Danscecas, ona: D(a, b) =D(a, c) LI D(c, b) (LI : union digointe)
En passant aux aires, on obtient :
Aire(D(a, b)) = Aire(D(a, ¢)) + Aire(D(c, b))

Dot : J’ b F(t)dt = J’ F(tydt + J’ Cb F(t)dt

b
Autres cas : ils se déduisent du précédent al'aide de lardation I:f(t) dt= —Iaf(t) dt .

Pour mémoire, démontrons I'un de ces autres cas, par exemplea < b < c.

D'apréslarelation de Chades (cas précédent), on peut écrire:

“roydt= [ rwas [Cr@
a a b

Dot : J’:f(t)dt= ‘[:f(t)dt—‘[bcf(t)dt:_[:f(t)du J'be(t)dt
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Remarques :
Cette relation de Chasles sera utilisée dans les deux sens (comme sa cousine pour les vecteurs), soit pour

décomposer une intégrale en deux (ou plus) soit pour regrouper plusieurs intégrales en une seule.

Larelation de Chadles admet une généralisation par récurrence :

n-1 .
Pour tout ag, ay, .., @, dans| : _[:: f@t)dt = ZIjlf(t)dt
i=0 "

Exemple d'utilisation de larelation de Chasles : divergence de la série harmonique.

n
On pose, pour tout n e N : Un = Z%
k=1

Soit n = 2. Comme |'applicationt — % est décroissante sur 10 ; +oo[, on @, pour tout k > 1:

Ik+11_dt SE
kKt k

En sommant, pour k allant de 1 an, larelation de Chasles donne:

n La méthode ci-contre est
n+11 1
L ?dt < ZE une des plus efficace
k=1 pour prouver lg
nq divergence vers +oo dele
In(n+1) < ZE séie harmonique.
k=1

Or, lim In(n+ 1) =+, donc, par comparaison, la suite (u,) diverge.

nN—+o

3.5. Propriété Compatibilité avec I'addition

Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b]. Alors:

b b b
[ Go+gw)a={ o d+] g0

Démonstration (Hors programme)
C'est un cas particulier de la linéarité de l'intégrale et c'est tres délicat a prouver. Nous aurons besoin de deux

lemmes importants sur les fonctions en escalier.

Lemme1 Propriété de compatibilité avec I'addition pour les fonctions en escaliers

Soient ¢ et y deux fonctions en escaliers sur un segment [a, b]. Alors:

b b b
[ 0+vmyd={ om d+[ v

Démonstration (Hors programme)

Il existe donc un entier m e N* et desrédsa,, ..., a, Vérifiant :

a=ap<a<..<an=b

et telsque: vk e [0, m— 1], ¢ est constante sur ]ay, ay[
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Deméme, il existeun entier n e N” et desrédshy, ..., b, vérifiant :

a=by<b;<..<b,=b
et tels que vk e [0, n— 1], v est constante sur Jby, b,[

Notonss; ={ag; ...; am}, 2={bo; ... ; b} ets=s5 U S,.
Lasubdivision s contient au maximum m+ n + 2 abscisses distinctes et au minimum 2.

Notons Cy, ..., C; les @éments ordonnés de cette subdivisons(1 <r < m+n+ 1).
Ains ¢ et y sont des constantes (notées A, et i respectivement) sur chaque intervalle]cy, Cea[ (0 < k <r - 1).

Onaalors:

r-1

r-1 r-1
[Z0®+v®)d= 3 s+ 1) (G =0)= Y (G =)+ 2 (Gea—60)= [ o dt+ [yt
0 k=0 k=0

k=
(On a utilisé la propriété suivante :

I'intégrale d'une fonction en escalier e est indépendante de la subdivision adaptée a €)

Lemme?2
Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. Soit ¢ € R..
Il existe des fonctions en escaliers ¢ et y tellesque :

osf<sysurl e y-—op<esurl

Démonstration (Hors programme)
Pour tout n e N, on définit une subdivision réguliére {ay, ay, ..., a,} du segment [a, b] par :
b-a
n
Comme f est continue sur [a, b], dlel'est auss sur chacun des segments [ay, a1 (0 < k < n-1), doncy est

vk e [0,n], ax=a+k

bornée, ce qui permet de définir : M= sup  f(t) e m= inf f(t)
telay 8] telacacal

On définit alors des applications en escalier ¢ et y sur [a, b] par :
vk e [0, n—1], Vt € [ay, au], o(t) = mc et y(t) = My

et: o(b) =My et y(b) =Mny

Ainsi, on abien: o< f<wy ara b]

Par ailleurs, f éant continue sur le segment [a, b], ley est uniformément continue (théoréme de Heine) :
Vee RI,Ine RI,V(xY) e[a b (x-yl<n = If(x) - fy)| <e)

Soit 1 leréd obtenu pour leréd ¢ fixé dans les hypothéses.

b-a
n

On sait que le pas dela subdivision est :

Soitk e [0, n—1] et (X, y) € [a a1]. Onadonc:
b-a
n

Xy < a1 —a <

Choisissons un pas plus fin que 1, obtenu pour les entiersn qui verifient :
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n>E[Bj+1

n
Ains : X-yl<n
Dela continuité uniforme de f, on déduit : [F) - fy)| <e

Cette derniére inégalité éant valable pour tous x et y de [ax, k1]

En particulier pour un x tel que f(X) = My et un y tel que f(y) = my (existent bien car f atteint ses bornes) :
Mi—-me<e

D'ou v — ¢ < g sur chague [ay, ax4] €t donc sur [a, b]

Fin de la démonstration du lemme 2.

Prouvons maintenant la propriété de compatibilité avec I'addition :
Soit & € R . D'apréslelemme, il existe 1, ¢,, vy €t v, en escalierssur [a, b] telles que:

€
CLS <Yy, <Og<VYy Yy1-01< — € Y- < — surfa bl

£
2 2
Posons : C=¢1+ ¢ & y=y1+y;
¢ ety sont alors des fonctions en escalier (ce n'est pas trés difficile a prouver en considérant une subdivision
adaptée alafoisa g, e ¢, (pour ¢) ou vy et vy, (pour ) ; il suffit pour cela de considérer laréunion des points
de chacune des deux subdivisions)
Ains on a évidemment : o< f+gsy e y-op<ce

Deplus, d'aprésla propriété d'intégration d'une inégalité :
b b b
J’ (f(0) +g(t)) dt <J’ P(t) dt < J’ o) + & dt
a a a
Et comme I'intégral e des fonctions en escaliers est compatible avec 'addition :
b b
J’ o) +edt= J’ o(t) dt + (b — a)
a a
D'apréslelemme 1, comme ¢ est la somme des fonctions en escalier @y €t ¢, :

_[:(P(t) dt =‘[:(p1(t) dt + _[:(Pz(t) dt

. b b b
D'ou : J’ (f(t)+g(t))dt<J’ (pl(t)dt+_[ 0, (t) dt + £(b - )
a a a
Et d'aprésla propriété d'intégration d'uneinégalité, il vient finalement :
b b b
[ Uw+ayas<| r@d+] g di+elbo-a
a a a
Par des arguments du méme genre:
b b b b b b b
J’ f(t)dt+J' g(t) dtsj' wl(t)dt+J' W(t)dtsj’ w(t)dtsj’ (p(t)dt+s(b—a)<J' (F(O) + g(t)) dt + (b — )
a a a a a a a
En faisant tendre ¢ vers 0 dans les deux inégalités, on obtient finalement :

b b b
[ Go+gw)a={ o d+] g0

D'autres propriétés seront évoquées plus loin apres le paragraphe 4 sur les primitives.
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4. Notion de primitive d'une fonction sur un intervalle

4.1. Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalel.

On appelle primitive de f sur | toute fonction F dérivable sur | tellequeF' = f sur 1.

Exemple:
On considére lafonction f définie sur R par : f(x) = 3x* — 2x + COS X
Trouver (mentalement) une primitive F de f sur R.
Lafonction F définieci-aprésconvient:  F(x) = x>~ x*+sinx
En effet, pour tout x € R, lafonction F est dérivable (comme somme de fonctions qui le sont) et on a:
F'(X) = 3x% — 2x+ cosx = f(X)
Remarquons que s I'on avait choisi pour F la fonction définie par F(X) = x3— x®+ sin x + 24, nous aurions
encore eu une candidate satisfaisante. Donc s une fonction f admet une primitive, alors elle en admet une
infinité,

Remarqgue : la définition reste valable si | est une partie (non vide) de R.

4.2. Théoreme
Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalel.
Soient F et G deux primitives d'une fonction f sur un intervallel.

AlorsF et G différent d'une constante :

F(xX) =G(X) + ¢ (c € R) pour tout x € |

Démongtration :
Puisgue F et G sont des primitivesde f sur I, on a:
F'=G=/fsurl
Par conséquent : F'-G =0surl
Or, F'- G = (F - G)' (Cest lalinéarité de la dérivation).
Donc: (F-G)'=0wsurl
Or, les seules fonctions qui ont une dérivée nulle sont les fonctions constantes™, donc on a, sur |, :

F — G =c ouc est une constante.

y
Graphiguement, dans un repére orthonormal
(O;i,]) lesreprésentations graphiques Ce
et Cs se correspondent par une trandation de .
vecteur c | . jo — q

@ Cerésaultat (qui a éé admisen classe de premiére) se démontre al‘aide du théoréme des accroissementsfinis.
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4.3. Tableau des primitives usuelles

Les résultats de ces tableaux sétablissent en vérifiant quel'on abien F' = f sur l'intervalle considéré.
Fonction f Fonction primitive F (c = Intervallel
constante)
f(X) = k (constante) F(X) =kx+c R
1.5
f(X)=x F(x)=§x+c R
f(x)=ax+b F(x) = %ax2+ bx + ¢ R
. Xn+1 Rsn>0;
f)=x"(neZ etn=-1) F(X) = +C _
n+1 ]-0;0[0ou]0;+w[Sin<-2
JX) = ix F(X)=2x+c¢ 10 +oo
f(x) = iz F(x) =—E +C ]—0; O[ ou ]0; +oof
X X
f(X) = cosx F(x)=sinx+c R
f(X)=snx F(x) =—cosx+c R
f09 =1+ tan? x = — F(x) =tanx+c }E+kn;£+(k+l)n[ ke Z)
cos” x 2 2
f(t) = cos(wt + @) (0= 0) F(t) = %Sin((ot+(p)+c R
f) =sin(wt + ¢) (0= 0) F(t)=—%cos((ot+(p)+c R
fx)= € F(x)=e*+c R
1
f(X)=; F(X)=Inx+c 10 ; +oo[

Exemples : trouver une primitive :

e Fonction g définie sur | =}—E ; n{ par :

et X) = tan’ x
55 g(x)

Posons :

tan? x représente (tan(x))%

h(x) = g(x) + 1 =1+ tan® x
Une primitive H de h sur | est définie par

H(x) = tan x = x + G(x) ol G est une primitive de g sur |
D'olr :

G(X) =H(X) - x=tan x— X
Fonction f définie sur J =}O ; %{ par :

Calcul intégral.
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F(X) = 2 sin(3x) — 3c08(2X) + 4 + tan® X ——— +

Ix o x

Une primitive F de f sur J est définie par :

3 2
W2

F(x)=—%cos(3x)— gsin(Zx)+3x+tanx—61/_— ; (+c¢)

4.4. Opérations sur les primitives

OPERATIONS SUR LES PRIMITIVES

lorsque u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle |

Fonction Une primitive Conditions
u+Vv u+v
ku' (k : constante) ku
n+1 X
uu" (neZetnz-1) J uz0surlsn<o
n+1
u 2.u u>osurl
Ju
12 1 v=0surl
% %
u e et
u Inu su>0surl
In(-u) su<Osurl
u (V' ou) vou

Exemple:
Trouver une primitive F delafonction f définie sur 10 ; +oo[ par :

Inx
f09 ===
X
Lafonction f est delaformeu' u. Donc F est delaforme % u:

F(X) = % (Inx)? (+¢)

Exercice:
. . o 2
Soit F lafonction définiesur ]0; +oof par: ~ F(X) = §X&

Calculer F'(x). Qu'a-t-on démontré ?
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4.5. Théoreme Primitive définie par une condition initiale
Soit f une fonction définie sur un intervalle | admettant des primitives sur |.
Soient xg € | et yp € R.

Il existe une unique primitive F de f sur | satisfaisant la condition initiale F(xo) = Yo.

Démongtration :

Soit G une primitive de f sur | (existe par hypothese).

D'aprés le théoreme 4.2., toutes les primitives F de f sur | sont delaforme F = G + ¢ (ou ¢ est une constante)
La condition F(xg) = Yo impose ¢ = Yo — G(Xg).

La constante c est déterminée de maniére unique, ce qui démontre le théoréme.

Exemple:

Soit f lafonction définie sur R par : fx) = X

VX2 +1

Trouver I'unique primitive F de f sur R telle que F(0) = 2.

0= e

Remarquons que f(x) peut sécrire:

On reconnait |'expression dérivée de /x? +1.
LesprimitivesF de f sur | sont delaforme: F(x)= Vx*+1 +c¢

Lacondition initiale F(0) = 2 Sinterpréte par vV0*+1 +c=2 douc=1.

Conclusion : la primitive cherchée est lafonction F définie par F(x) = x> +1 + 1.

Remargue : une question légitime qui se pose dans ce paragraphe est la suivante : une fonction admet-elle
toujours des primitives ? La réponse est non en général. Cependant si notre fonction est continue... Eh bien c'est

ce que nous allons voir dans le paragraphe suivant.

5. Théoreme fondamental du calcul intégral. Formule de Newton-Leibniz

Nous allons voir maintenant le théoréme fondamental du calcul intégral qui aura pour conséquence que toute

fonction continue admet des primitives.

5.1. Théoréme
Soit f une fonction continue sur un intervallel.
Soit xg € I.

Lafonction F définie sur | par
X
Fo= [ et
X

est I'unique primitive de f sur | sannulant en X.
Autrement dit :

F(xo) =0, F est dérivable sur | et pour tout réel x e | : F'(X) = f(X)

Démonstration (Hors programme)
Lefait que F(xo) soit nul est une banalité.
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Soit x; € |. Nous allons montrer que I'accroi ssement moyen admet une limite lorsque x tend vers

F()-F(x)
X=X

X €t que cette limite est précisement f(xy).

Evaluons:
F(X)-F(x)
FOZR) ) = Al e [ - s
En utilisant larelation de Chasles et laformule d'intégration pour une fonction constante, on peut écrire :
F(X)-F(x)
FOZR) ) 2| e [ s

Mais d'aprées la propriété de compatibilité avec I'addition :

[, 0] foad= [ (10~ o)

o F(x) - F(x)
D'ou: ‘7 f(Xl)‘ |U (f® - f(Xl))dt‘

Et d'aprés'inégalité triangulaire :
FX)-F(4)
X=X

s - regla

Or, f est continue en x; donc admet une limite finie en x;. Cela signifie que tout intervalle ouvert et centré en
f(x) contient toutes les valeurs de f(t) pour t assez proche de x; :

Soite € RY etl=]f(x) — ¢, f(X1) +g[. Alors, il existeun rédl n tel que pour tout t € 1%, —m, X, +n[, on ait :

f(t) € 1/ (%) — &, f(xa) + €[

Cest-a-dire: If() — f(x)| <e
D'ou FOOZPO) sy <6
X=X
Comme ¢ peut étre chois auss petit que voulu, on a bien :
lim F(X) - F(X_I_) — f(xl)
X=Xy X=X
Donc, F est dérivableen x; et : F'(xy) = f(x1)

Et comme ce raisonnement est valable pour tout x; € |, F est bien une primitive de f sur I.

Remargue : dans le cas ou f est une fonction croissante sur |, il existe une démonstration plus smple (cette

démonstration est au programme et fait partie des connaissances exigibles) :

F(x)-F(x)
X=X

Soit x; € | fixé. Nous allons montrer que |'accroissement moyen admet une limite lorsque x tend

vers x; et que cette limite est précisément f(xy).
Casl: soit x e | avec X > X.
Pour tout t e | tel quex; <t < x, lacroissance delafonction f nous permet d'écrire:
) < (1) < f(X)

En intégrant cet encadrement entre x; et X, nous obtenons:
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Joa)x-x) < [ £ < F09(x-x0)
Or, dapréslardation de Chades:
[rod=["rods [ rod= [ rod - [ r@d=Fx-Fx)
X X X X Xo

Puisque x > x;, on peut donc écrire:

f(x) < M < f(X)
X=%
Comme f est continue en X; : lim f(X) = f(x1)
X=X
X> %

D'ou, par le théoréme des gendarmes :

lim M:f(xl)
e S

Cas2: soit x e | avec X < X1.

Pour toutt e | tel quex <t < X, lacroissance de lafonction f nous permet d'écrire:

O < /(O < f(x)

En intégrant cet encadrement entre x et x,, nous obtenons:
1096 -9 < [ ™ fOdt < fea)6a -
Or, d'aprés larelation de Chasles
| Xxl fyet= | XX" fyde+ | le fydt= | le fyde - | XO Ft)dt = F(x) - F(x)

Puisque x; > x, on peut donc écrire:

F(x)-F
709 < FRI=F <
Comme f est continue en X; : lim f(X) = f(x1)
",
D'ou, par le théoréme des gendarmes:
lim F(X)_ F(Xl) :f(xl)
X—% X=X
X< X
Bilan : on abien: lim %Z(Xﬁ:f(xl)

Ceci étant valable pour tout x; € |. Donc lafonction F est dérivable sur | et pour tout x € | :

F(¥) = /()
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Ce théoréme admet les corollaires fondamentaux suivants :

5.2. Corollaire1 Existence de primitives pour les fonctions continues

Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitivessur I.

Démonstration

C'est immédiat car s f désigne une fonction continue sur I, une primitive F de f sur | est donnée par :

F0o= [ 70d (o<

Question : une fonction non continue f peut-elle admettre des primitives sur ses intervalles de continuité ?
Réponse 1: oui S f est continue par morceaux :

1sx=0
—1snon

Par exemple: f(x) = {

-1

Sur [0; +oof, f admet des primitives F, delaforme: F.(X) = X + C..
Sur ]-o0, O[, f admet des primitivesF_ delaforme: F_(X) = —Xx+C_.
Notons que I'on peut trés bien choisir ¢, = c..

. . . . X+C, Sx=0
On peut alors construire une fonction F sur R qui est continue par morceaux : F(X) =

Ne

On peut méme sarranger pour que F soit continue, il suffit de recoller les morceaux en choisissant ¢, = c..

— X+ C_sSnon

Cependant, F n'est pas une primitive de f sur R car non dérivable en 0.
Réponse 2 : non s f admet une infinité de discontinuités :

1lsxeQ

Par exemple : f(x):{OSiXE[R\Q

5.3. Corollaire 2 Formule de Newton-Leibniz

Soit f une fonction continue sur un intervalle | et F une primitive de f sur I. Alors pour tousa et b dans| :

J’ " f(t) dt = F(b) — F(a)

Démonstration

Soit %o € | et G laprimitive de f définie par : G(x) = J'Xf(t)dt
a

On sait que deux primitives F et G différent d'une constante. Donc il existe un réel k tel que pour tout x del :
F(X) = G(X) + k
b
Onaalors: F(b) - F(a) = G(b) - G(a) = _[ f(t)adt
a

Notation : la quantité F(b) — F(a) se note treés souvent [ F(t)] 2 (c'est commode dans la pratique).
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Fncostdt= [Sint]gnzsinﬁ_sin(_f) -9
2 2 2 2
_[let dt = [etJl—e— 1

0 B 0

Iiet dt = [etﬁfe— e

X
I}dtz[lnt]lenx—lnlzlnx
1t
1
1 n+1
_[x“dx= X L
0 n+10 n+1

x1 x 1
—dtz_[ " dt = _ _1
-[1 t" 1 L— n} 1—n[xnl }

1

1
"1 Xt e
* .[lenxdt_Izlnxdt_[ln(lnt)]z— In(In 2)
Commentaires :

Le choix de la primitive F choisie n'influe pas e résultat de l'intégrale. En effet, s F et G sont deux primitives
d'une méme fonction f sur |, alors dles différent d'une constante. Les quantités F(b) — F(a) et G(b) — G(a) sont

donc égales.

Application de laformule de Newton-Lebniz : une démonstration de I'inégalité des accroissements finis:

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | telle que f* soit continue sur I.

Sil existeunréel Mtel que |f'| <M surl dors:

pour tousrédsaetbdel,ona: [f(b) — f(a)] < Mb-a|

Pour a<b,ona:
b b
/(b) - (@) = ‘ [ rod < [|rojd<mp-a <Mb-al

Pour a>b,ona:

/(b) - f(@) = ‘ [ rod < [rod<Ma-b <Mb-a

Remargue : la démonstration traditionnelle de I'inégalité des accroissements finis (en éudiant les variations des

fonctionsx — f(xX) — Mx et x — f(X) + Mx) permet de se passer de la condition " f* continue sur | ".
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5.4. Propriété Linéarité del'intégrale
Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] et k un réd. Alors:

b b b b b
J'a(f(t)+g(t))dt=J'af(t)dt+jag(t)dt e Iakf(t)dtzk‘[af(t)dt

Démonstration :
Lapremiére égalité a dé§ja été démontrée (compatibilité avec |'addition)
La deuxieme, qui n'a encore jamais été utilisée dans les démonstrations précédentes se prouve facilement avec

laformule de Newton-Leibniz. Soit F une primitive de f sur [a, b]. Alors, une primitive dekf est kF d'ou:

| "kf () ot = KF(b) — kF(2) = KIF(b) — F(a)] = k | "rt) ot

Exemple:
1
Calculer : | = _[Oe3xdx
c WA PPy 1! 3x
Il suffit d'écrire, par linéarité: I=§I03e dx

Comme une primitivedex > 3e® sur [0, 1] est x > €**, nous avons:

1 31
=555

Exercicesmple:

On considére lafonction f définiesur ]0 ; +oof par : f(X) = —Xx+5— 2Ir17x . On note C; son graphe.

1. Démontrer que C; admet une asymptote oblique A en +eo dont on précisera son équation ainsi que sa
position par rapport aC;.
2. Etudier lesvariationsde f. (On éudieralesignedeg: x > - x>~ 2+ 2In x)

3. Calculer une primitive F de f et déterminer I'aire A (en u.a.) du domaine :
e

{(x;y)tdlsquel < x<eet f(X) <y<-x+5} (Réponse : [(Inx)z]lz 1)

6. Parité et périodicité

6.1. Théoréme (Parité)

Soit f une fonction continue sur un intervalle symérique [-a, a).

e S festpareaors: ff(t) dt=2j':f(t)dt

e S festimpareaors: Iaf(t) dt=0
—a
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6.2. Théoréme (Périodicité)

Soit f une fonction continue sur R et T-périodique. Alors, pour tout rédl a :

| T = | OT £(t) ot

Démonstrations :
Relation de Chadles puis changement de variable (x = —t) pour la parité.

Périodicité : encore d'apréslarelation de Chases:

a+T 0 T a+T
L £(t) dt = Lf(t)dt+ J’O £(t) dt + J’T (t) dt
En posant u=t— T, danslatroisiemeintégrale, on obtient (du = dt) : I:”f(t) dt = _[Oaf(u+T) du

Et comme f est T-périodique: f(u+ T) = f(u) pour tout u, d'ol _[Oaf(u+T) du= _[Oaf(u) du

Et finalement : | ") dt = | *r) dt + | OT feydt+ | Oa f) du= | OT (1) dt
1 92 27 _.
Exemple: j%u -0
X2 +

7. Valeur moyenne d'une fonction f sur un segment [a, b]

Introduction : supposons que I'on veuille niveler un terrain dont le profil n'est pas horizontal (de sorte que les

remblais compensent exactement les déblais). Comment procéder ?

Cy
i / y

Notons f lafonction représentant le profil. On cherche dont une constante . vérifiant :

b
ub-a)= | fod

1 b
Onadonc: p=—_[ f(t) dt
b-ala
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7.1. Définition
Soit f une fonction continue sur un segment | = [a, b.

On appelle valeur moyenne de f sur l'intervalle | le nombre réd p défini par :
1 b
= — t) dt
p==] 10

On note souvent f au lieu de .

Exemple: Soit f le signal sinusoidal 2r-périodique défini par : f(t) =sint.
Calculer lamoyenne f sur [0, 2] ainsi que la moyenne quadratique \/? sur [0, 27].
f= 2—1T[ _[Ozgint dt=0
Feg ]y st o [ aeommann L= G a7 - 2

Lien avec |'éectricité:

On appelle intensité efficace | d'un courant alternatif, I'intensité d'un courant continu (on devrait plut6t dire
"constant”) qui produirait, a travers la méme résistance R, le méme effet calorifique pendant la durée d'une
période T. Dansle cas d'un courant de type sinusoidal :

S (1) = Inx SiN(wt) est I'intensité du courant al'instant t du courant alternatif, laloi de Joule donne:

E(M=RIZ T= J'OTRV(t) dt

D'ou: P J’T|2 sin®(ot) dt = E J’Tl—cos(zmt) = o [t]s= L
' o) M 2T Jo oT tlom

D'ou lardation : lmax = A2 l et
7.2. Théoréme (inégalité de la moyenne) Une fonction continue sur un
Soit f une fonction continue sur un intervallel = [a, b. intervalle[a, b] et toujours

) ; bornée (et de plus atteint ses

. < <
Soit met M desréestelsque: m < fb\ M sur | bornes). Les réelsm et M di-
Alors: mb—a) < I ft)dt<M(b-a) contre existent donc toujours.
a

Le nom de ce théoréme est |égitime, en effet, on peut lereformuler ains : ssm< f < Maorsm< p <M.
Démonstration : il suffit d'intégrer lI'inégalité m< f < M sur [a, b].
Exemple : al'aide del'inégalité de la moyenne, on peut retrouver |'inégalité :

X+1< e pourtoutx e R

Soit x € R,. Comme la fonction exponentielle est croissante sur [0 ; X], on apour toutt € [0; X] :

Et d'aprés I'inégalité de la moyenne appliquée alafonction f : t — €' sur l'intervalle[0; X] :

X
XSI e dt < xe*
0
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D'oU, pour tout X € R, : X+1<e*
Si maintenant x est un réel négatif, on apour toutt € [x; 0] :

e <elx<1

0
Et d'aprés|'inégalité de la moyenne: -xe* < _[ € dt < —x
X
1-e*<—x
D'ou, pour tout x € R_: x+1l<e
Bilan : on abien, pour tout rédl x : x+1l<e

Comme le théoréme de I'inégalité des accroissements finis, on a une version avec valeurs absolues :

7.2. bis. Théoréme (inégalité de la moyenne)

Soit f une fonction continue sur un intervalle| = [a, b].

S |[f| < Msur | dors

J'bf(t) dt| < Mjb - g

Démonstration :

b
D'apréslapremigreversion, ona: —~M(b—a) < J’ £(t) dt < M(b - )
a
b
Ladistance entre _[ f(t) dtet 0 est doncinférieureacelleentre M(b — a) et 0 d'ou :
a

U "r) dt| < M- a|

Notons que ce théoréme peut se démontrer auss avec |'inégalité des accroi ssements finis appliquée & la fonction
X

F définie par - FX) = J’ (t) ot
a

Exemple : démontrer que pour tousréglsx ety :
[Snx—siny| < |x-Y|
On applique I'inégalité de la moyenne alafonction t > cost sur l'intervalle [x ; y] (8 x <y) ou[y; X] sinon.

Comme on a pour tout réel t : -1<cost<1

. y
On obtient lorsquex < y: _[ cost dt| < |y — x|
X

[sny—-snx <|y-X

X
Et lorsquey < x: _[ cost dt| < [x -]
y

[Snx—-sny| < [x-y|

Ce qui est lamémeinégalité que celle obtenue pour x < 'y.
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Exercice : démontrer la "premiére formule de la moyenne"

Soient f et g deux fonctions continues définies sur un intervalle [a, b] avec g positive. Alors
b b
Il existe ¢ dans [a, b] tel queJ' F()g(x) dx = £(c) J' g9(x) dx
a a

Comme f est continue sur le segment [a, b, il existe des constantes m et M telles que :
m< f<M sur[a b]

Comme g est positive : mg< fg<Mg sur[ab]

En intégrant cet encadrement entreaetb (a<b):

b b b
mJ’ g(x)dxsj’ f(x)g(x)dstJ’ g(x) dx
a a a
b
. S|_[ g(x)dx =0, alorslaformule de la moyenne est évidente (tout ¢ de [a, b] convient)
a

[ re9gmoax

b
. S|_[ g(x)dx = 0, alorson pose: A
a Ibg(x)dx
a

b
Comme_[ g(x)dx>0 (puisquegl'est),ona: m< A <M
a

Et d'apres e théoreme des valeurs intermédiaires, il existe c dans|[a, b] tel que f(c) = A.

D'ou e résultat.

8. Intégration par parties

On dit qu'une fonction f est de classe C' sur un intervalle | s dle est dérivable sur | et s sa dérivée f' est

continue sur 1.

8.1. Théoréme

Soient u et v deux fonctions de classe C* sur [a, b], alors

J' " WOV (E) dt = [utv()]° - J' "W ov(t) dt

Démonstration : on sait que pour tout t € [a, b] :
(uv)'(t) = u'()v(t) + u(t)v'(t)
b b
Enintégrant deaab J' RUCOES J' UV + UV o
Et d'apreslalinéarité del'intégrale :
b b b
J' RUCOES J' RUGVOr S J' v

[utv()]° = J' "W Ov(t) dt + J' "WV (t) dt

D'ol le théoréme.
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1 X
Exemples : calculer | =_[ te' dt et J(X) =_[1Int dt
0

On pose: uit) =t
u)y=1

D'ol :

On pose: u(t) =Int

u'(t) = %

D'ol :

Vi(t) =€

v(t) = € (aune constante prés)

| = [tet]z— _[Olet di=e-(e-1)=1

V() =1

v(t) =t (& une constante pres)

J(x) = [tlnt];— _[lxdtlenx—(x—l):xlnx_erl

9. Calcul de volumes

Dans I'espace muni d'un repére orthogonal (O ;i, ],k ),
on considére un solide déimité par des plans
parallélesd'équation z=a et z=b. S lafonction Squi,
a toute cote z associe |'aire de la section contenue dans
le plan perpendiculaire & I'axe (O, k ) est continue sur

[a ; b] aors le volume V du solide est donné par la

On adéerminéici une
primitive delafonction
logarithme.

Section d'aire
2

formule:
b
Vz_[ S(2) dz u.v.
a
o]
(L'unité de volume est |e volume du paral & épipede unité) X
Exemples:

e Volumedunesphérederayon R:

Onar’=R-Z, dou 2 = (R’ - D)

R R
vznj' R2_ 22 dz=2nJ' R2 22 dz=27{Rzz—§}
-R 0

R

4
V= ZK(Rs—?JZ :—3TCR3 u.v.

e Volume d'un cone de hauteur h et derayon debase R : §(2) = nr’.

D'aprés le théoreme de Thalés :

RZ
Donc S(2) = 7 Z.

2 eh
V:“R_z_[ 2% dz=
h2 Jo

nR%h
3

u.v.

r

R

0

_z
h

Calcul intégral.
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10. Vrai ou faux ?

f et g désignent des fonctions continues sur les intervalles considérés.

b b 1 13 3
e S _[ f(t)dt<_[ g(t)dtalors f < gsur[a b] (Faux: _[ tdt < _[ —dt etpourtantt;é— sur[0; 1] 1)
a a 0 04 4

e S _[bf(t) dt=_[bg(t) dt alors f =gsur [a, b] (Faux : prendre f(t) =t et g(t) =t sur [-1; 1])

2 2. 2
I L(l:x)dt > 0(Vral : positivité)
1 (1+x%)

11. Quelques exercices

i

. Ifcosz(t) dt= 7 (Linéariser : cos’t =

1+ cos(2t) )
2

i

_[OE cos’(t) dt =

(Linéariser : cos’ t = %cos(3t) + gcos(t))

3n 3n 3n
Inz |sint| dt = 2 (Utiliser Chasles: Inz = _[n + _[ 2 cequi permet de supprimer les valeurs absol ues)
2 2 2 i

o |= _[Eexsinxdx = % (ez —1] (Intégrer deux fois par parties de fagcon a retomber sur l'intégrale I)
0

T
= 1
o I,= Iz(sinx)" dx etJ,= _[ (t2 —1)n dt (intégrales de Wallis, voir complément 3)
0 -1
Calculer Iy et 1,. Etablir une relation de récurrence entre I, €t |,
Calculer J,. Etablir une relation de récurrence entre J,,1 € J,.
(On trouve lg = g , Iy = 1. Intégrer I, par parties, en écrivant que sin™? x = sin™* x x sin x. On peut alors

n+1

exprimer 1, en fonction del,,. On trouve: I, = > In. On trouve Jy = 2. Puis on intégre J,,1 par parties,
n+

n

1
en écrivant (t2 —1)n+ =2t x %t(t2 —1) (t2 —1)n. On peut alors exprimer J,,; en fonction de J,. On

2n+2
2n+3

trouve: Jy1=—

Jn)

1

e Trouver unréd o tel que_[ X% —o dx=0.
1

4 ! 4 2 1
TrouverunreelBtquue_[ X" —Bx dx=0.(oc=§et[3=—)
1

, . L . . 2e 1
o FEtudier lalimite suivante: lim ?dt.(On trouveln 2 et non 0...)

e>0 Jg

X
e Soitn e N. On considére lafonction |, définie pour x > 0 par : 1,(x) = ‘[ t"e dt. Onnotel,= lim I4(x).
0

X—>+00

(On admettra que cette limite est rédlle)
A l'aide d'une intégration par parties, montrer que l,,,; = (n + 1)l

Calculer |y et en déduire, par récurrence, quel, = nl
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Complément 1 : intégrales de Riemann

Soit o un nombre réel quel conque.

Soit € >0 et A> 1. On considére les intégrales suivantes:
11 A1
(&)= | = A= | =
(&) Lt“ dt e JuA) L ot

Le but du probléme est de déterminer :
o lesvaleursde o pour lesquelles |, admet une limite finie lorsque € tend vers 0.

o lesvaleursde o pour lesquelles J, admet une limite finie lorsque A tend vers +o.

Etudedel,
1. Etudeducasa =1
a) Démontrer quelyi(e) =—Ine.
b) En déduire lim 14(g).
>0
2. Etudeducaso # 1
1 817(1

1—(1_ 1-a

, déterminer les valeurs du réel o pour lesquelles £2~% admet une limite

a) Démontrer que: lo(g) =

b) En éCfIVant 8170L = e(l*(l)lﬂg

finielorsque ¢ tend vers 0.
¢) Conclure: I, admet unelimitefinielorsquee tend vers0 s et seulement Sl .......ccceeceeerieeenenen.

11 11
Remarque : on note dans ce cas -[ot_“ dt cette limite et on adonc -[ot_“ dt = %
0

Etudede J,
1. Etudeducasa =1

a) Démontrer que J;(A) =In A.

b) Endéduire lim Ji(A).

A—> -+

2. Etudeducasa = 1
Ae 1
1-a - 1-a

b) En écrivant AL = e 9I"A déterminer lesvaleurs du réel o pour lesquelles AT admet une limite

a) Démontrer que: Jo(A) =

finielorsque A tend vers +oo.
¢) Conclure: I, admet unelimitefinielorsque A tend vers+oo s et seulement S ........ccceevveevieennee.

+o 1 +o 1
Remarque : on note dans ce cas L oy dt cette limite et on adonc L oy dt= il
oL —

RESUME

11 11
-[ot_“ dt existes et seulement s o < 1. (On dit alors quel'intégrale -[ot_“ dt converge)

+o 1 +o 1
L oy dt existe s et seulement si o > 1. (On dit alors que l'intégrale L oy dt converge)
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Complément 2 : fonction T

On considére la fonction I définie pour tout réel x de 0, +oo[ par :

+00
I'(x) = I . t*let dt

Danstout ce qui suit x est un réel strictement positif fixé.

+oo
1. Justification de I'écriture _[0 t* et dt

a)

b)

Etude en 0. On considére lafonction I, définie pour tout € de R’ par :

1
I(€) = J’ Stx’le’t it

i) Démontrer que pour tout rédl t de[e; 1], on a:

0< t*let< 1
tl—x

ii) En déduire (en utilisant les résultats sur les intégrales de Riemann) que |, admet une limite finie

lorsque ¢ tend vers 0.

1
On note _[ t*1e7! dt cette limite.
0

Etude au voisinage de +00. On considére la fonction J, définie pour tout réd X de]1, +oof par :
X
39 = J’ et
i) Démontrer qu'il existe un réd A positif tel que pour tout réd t de[A, +oof :
o<t*et<1

(On pourra utiliser lefait que lim t*1e=0)

t—-+o0

En déduire que pour tout réd t de [A, +oof :

0< t* et < 1
t2

X
ii) On suppose ici que X = A. En écrivant J(X) = J(A) + _[ t* e dt, démontrer (en utilisant les
A
résultats sur les intégrales de Riemann) que J, admet une limite finie lorsque X tend vers +oo.

+oo
On note _[ t*le™t dt cette limite.
1

1 +00
Comme lesintégrales _[ t* et dt et _[ t* ™' dt ont toutes les deux un sens, la fonction I est donc
0 1

+00
bien définie et I'écriture _[0 t* e dt abien un sens.

2. PropriétésdelafonctionT’

a)

Calculer T'(2).

b) A l'aide d'uneintégration par parties, démontrer que : pour tout x>0 :

©)

I'(x+ 1) =x1(x)
Démontrer, par récurrence, que pour toutn € N :

r'(n)=(n-12)!
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Complément 3 : intégrales de Wallis

Il sagit, pour n € N, desintégrales suivantes:

_ % n _ % : n _ 1 _32yn _ 1 2 _q\n
In—‘[o(cost) dt Jn—_[o(smt) dt Kn—‘[il(l £2)" dit Ln—_[il(t )" it

Calcul de I, par IPP

On aimmédiatement : |o = g el = I;costdt= 1
Pour tout n > 0, on apar IPP: (u(t) = (cost)™™ et v'(t) = cost)
sz = J’%ost)“”oostdt: [ (cost)™*sint] 2+ (n+ 1)]' ? (cost)"(sint)? ot
0 0 0

|n+2 = (n + 1)(|n - |n+2)

n+1
+2

|n+2: In

(Variante: 1, = n—_lln,2 pour tout n > 2)
n

On en déduit immédiatement : = o= & : Ig= 21,2 2 : J,= 21,2 L
2 4 3 3 4 16
Formule générale:
. 2p-1 2p-3
S npar(n=2 lop= —— ox =1
pair (n = 2p) ®= p *op 2”30
2p
__@pin _\p "
p= 22p+l(p!)2 T To2pil
. . 2p  2p-2 2
Sinimpar (n=2p+1 lop1 = —— x .. x =
pair (n=2p+1) R TR e e L
L2’
T 2p )

Calcul de J, en se ramenant al,

En posant u= —g —t, on obtient :
_ 7, n 4 o . T \\n/_ _ 2 n _
Jn= Io(smt) dt= Iig(sm(—z u))” (—du) = _[0 (cosu)' du =1,

Calcul de K, en se ramenant a oy

En posant u= Arcsin t. (Bijection de[-1 ; 1] dans [—gg} ). Onadonc:t=sinu.

1 z 2n+1¢412
Kn= _[ @-tH)"dt= _[ ? (cosu)® cosudu= 2 lyp = 277 (m)”
- 2 (2n+1)!

Calcul de L, en se ramenant a K,

3 1 2 _an PPN B (_1)n22n+1(n!)2
Ln_‘[il(t D" di= (1) K= o
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Equivalent desintégrales de Wallis lor sqgue n tend +o

On raisonne avec la suite (1).

Ona pour toutn e N ettoutt € [O;

En intégrant pour t allant deOég: 0<ly1 <y

En conséquence, la suite (1) est décroissante.

Onadonc: O0<lpo<lp1 <,
In+1 In
Et commel,., >0: 1< <
In+2 In+2
| n+2
Or,onavuque: 0=
lheo N+1
N | n+2
D'ou: 1 g
lheo n+1

- I Lo R
Par encadrement, on en déduit que I”—” admet une limite égale a1 en +oo.
n+2

Autrement dit : Ih ~ lha

+o0

Montrons enfin que la suite (u,) définie par u, = (n+ 1)I, I,,,1 est constante :

@
Un1 = (n+ 2) |n+l |n+2 = (n+ 1) In |n+l: Un

La suite (uy) est donc bien constante.

T . T
Et commeuy=1lp I, = > on a, pour tout entier n: U, = >
En multipliant I'équivalent (2) par (n+ 1)l :

n+1)12 ~ uy ~ =~

+o0 +0 2

T T
D'ou : I, ~ i
" \2(n+ D) < V2n

On retiendra ce résultat trés utile : Ii(mst)“dt ~ 21
0 +00 n

D

2
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