EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I) Introduction, vocabulaire et notations

Une équation différentielle est une équation liant une fonction inconnue et certaines des ses dérivées. L'usage est
de noter cette fonctiony.

Exemples : trouver au moins une fonction solution sur R des équations différentielles suivantes :

y =snx (y=-cosx+K)
y =3y (y=ke>)
y=1+¢" (y=x+ e +KkK)
y=y (y=ke")

y"' = cos X (y=-cosx +K)
y'=y (y=Ae* +Be™)

On appelle solution d'une équation différentielle (E) un couple (f, 1) ou f est unefonction et | un intervalletels
que f vérifie (E) sur |. Résoudre une équation différentielle sur un intervalle |, c'est trouver toutes les fonctions
solutions sur 1. (Ce n'est pas toujours évident). A notre niveau, on aura presque toujours | = R.
On distingue plusieurs types d'équations différentielles :
Les équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants sans second membre: y' + 5y =0
Les équations différentielles linéaires du premier ordre & coefficients constants avec second membre : y' + 5y = €
Les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants sans second membre : 2y" — 3y’ + 5y =0
Les équations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants avec second membre: 2y" — 3y’ + 5y =sin x
Il existe aussi des équations différentielles a coefficients variables: y" + sinxy — ey =0
Ains que des éguations différentielles non linéaires : y* xy' -y =0.

Ces deux derniers types d'équation sont totalement hors programme !

I) Equation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants sans second
membre : y'+ay=0 (aOR)

Théoreme 1
Lessolutions sur R de I'équation différentielley' + ay =0 (a O R) sont toutes les fonctions f définies sur R par :

f(X) = Ae™ ol A est une constante quelconque

Exemple : résoudre, sur R, I'éguation différentielle (E) suivante: 2y' — 3y = 0.

L'équation (E) est équivalente ay' - gy = 0. D'apres le théoréme (avec a = —g ). L'ensemble des solutions de

3
(E) est constitué des fonctions f définiessur R par f(x) =Ae 2" .
Démonstration :
Vérifions que les fonctions f définies sur R par f(x) = Ae™ sont solutions de I'équation différentielle sur R :

Comme f'(X) = —aAe ™, ona: f'(X) + af(x) = —aAe ™ + aAe ¥ =0.
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Montrons que ce sont les seules solutions (sur R) : pour cela, on considere une solution quelcongue f (sur R) de

I'équation différentielle. Lafonction f est donc nécessairement dérivablesur R etona: f'+af = 0.

Posons, pour tout x O R : z(x) = f(X) €. Lafonction z est dérivable (puisque f l'est) et on a:

Z(X) = f'(x) €+ af(x) € = (f'(x) + af(x))e™ = 0 puisque ' + af =0 sur R.

Donc lafonction z est constante sur R : z(x) = A.

D'ou f(X) = z(x)e ™ = Ae™™.

Remarques :

» Laconstante A peut étre nulle. On obtient la solution "nulle" : f = 0 sur R qui est une solution évidente de
I'équation différentielle.

 Onadémontré que s fo est une solution non identiquement nulle (sur R) de I'équation différentielle, toutes

les autres solutions f sur R sont des multiples de fo.

Théoréme 2

L'équation différentielley' + ay = 0 (a0 R) admet une unique solution f sur R satisfaisant la condition initiale
f(Xo) = Yo. Cette solution f est définie par : f(X) = yoe 2%,

(Formule aoublier ; voir I'exemple)

Démonstration :

Onavu quelessolutions f sur R sont delaforme: f(x) = Ae™

La condition f(xo) = Yo impose A = y,e¥° .

Il n'y adonc qu'une seule valeur possible pour la constante A et f(X) = yoe 2%,

Exemple : on considére I'éguation différentielle (E) : y' — y = 0. Déterminer I'unique solution f sur R de (E) dont
la représentation graphique passe par e point J de coordonnées (0 ; 1).

Les solutions générales sur R de (E) sont : f(X) = Ae". Puis on détermine laconstante: f(0) =1, dou A= 1.

Lafonction recherchée est la fonction exponentielle.

lll) Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sans second
membre : y"+ay'+by=0 (a, b OR)

Dans tout ce qui suit, nous noterons (E) I'équation différentielley” + ay' + by = 0. (a, b O R)

Théoreme 3

Soit | unintervalle.

1. Soient f, et f» deux solutions sur | de I'équation différentielle (E). Alors les fonctions de la forme Af; + Bf,
sont également des solutions sur | de (E).

2. Si f1et f, sont des solutions sur | non nulles sur | et non liées™ sur 1, alors les solutions sur | de I'équation

différentielle (E) sont toutes de laforme Af; + Bf».

@ £, et f, non liées sur | signifie : il n'existe pas de réel k tel que f, = k f, sur 1. (On dit en fait "linéairement

indépendantes” )
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Démonstration :
1. Evident, on utilise lalinéarité de ladérivation ((u+Vv)' = u' + V' et (ku)' = ku')
2. Beaucoup moins évident et indispensable pour la suite:

Soit f une solution quelcongue de (E) sur I. Nous alons montrer qu'il existe des constantes A et B telles que :
f =Af,+Bf, (etdonctellesque f' =Af,+Bf,)
Pour cela, montrons que le systéme suivant (d'inconnues A et B) admet une unique solution :
{Af1+sz =f surl
Af1+Bf, =f" surl
Les vecteurs directeurs (des variétés affines correspondantes) sont u (=f2; fo) et v (=1%; f1)

Nous allons montrer que ces deux vecteurs sont non colinéaires, pour tout t (J 1.

Supposons le contraire: il existeto O | tel que (f1 f, — f2f1)(to) = 0.

NotonsW=f1 f, = f>f1

En dérivant, on obtient : W=Ff fo+rfifs = fo fi—f2f7

Or,noussavonsque: f+af;+bfi=0et fo+af,+bf,=0.

Nousobtenonsalors: W =f; fL+ fi(-af5—bfs) = f5 f1 — fo-afi;—bf1)
W =-a(f1f>~f2f1) =-aW

Donc, d'aprés le théoréme 1 : W(t) = Ke™ pour tout t |

Et commeW(tp) =0,onaK =0dou: W(t)=0pourtoutt I

Onadonc fyf,—f2f; =0surl.

Dans ce cas, |e systéme homogene :

Af,+Bf,=0 surl
Af,+Bf, =0 surl

ne serait pas de Cramer. Donc (comme il admet la solution triviale (A ; B) = (0 ; 0)) il admet une infinité de

solutions. Par conséquent, il existe un couple solution (A ; B) # (0 ; 0) tel que Af, + Bf, = 0 sur I. Autrement

dit, fyet fosont liéessur | (f,=- gfl surlsB#0ouf;=0surl s B=0). Cequi contredit I'nypothese.

Af1+Bfy=f surl

. . est de Cramer ; il admet une unique solution.
Afi+Bf,=f surl

Donc le systeme {

Donc toute solution f de (E) sur | est delaforme f = Af; + Bf.

Théoreme 4
Soit A un nombre complexe.

Lafonction f avaleursdans C définie sur R, par f(x) = €™ est dérivable sur R et f'(X) = A\e™.

Démonstration :
Posons A = o + i3, on a f(x) = €°(cos(BX) + i sin(Bx)). En utilisant le concept de linéarité de la dérivation ainsi

gue larelation (uv)' = u'v + uv' éendus a C, on peut écrire:
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f'(x) = ae*(cos(Bx) + i sin(Bx)) + €*(~Bsin(Bx) + iB cos(Bx)) = (o + iB)e” (cos(Bx) + i sin(Bx)) =A™

Définition 1

On appelle équation caractéristique associée & (E) I'équation du second degré r? + ar + b = 0.

Théoreme 5
Soit A un nombre complexe. Soit f lafonction avaleurs dans C définie sur R, par f(x) = &™.

Lafonction f est une solution de (E) si et seulement si A est une solution de I'équation caractéristique de (E)

Démonstration :
Ona: f'(x) = A\e™ et f*(x) = A\%™. On ales équivalences suivantes :
f solution de (E)
f*+af +bf=0
e (A\®+ar+b)=0
Et comme&*#£0: M+ah+b=0
A est solution de I'équation caractéristique associée a (E)

Résolution de (E) (sur un intervalle | non réduit a un point)

1% cas : I'équation caractéristique admet deux solutions distinctesr, et r,

D'aprés |e théoréme 6, on connait donc deux solutions sur | : g;(X) =€ et gy(x) =e"*.

Les fonctions g; et g, sont hon nulles (clair) et non liées (si elles I'étaient, il existerait un réel k tel que pour tout
réel xdel : e2*=ke™ . D'otik = €™ ce qui n'est pas une constante car r; # r»)

D'aprés le théoréme 3, les solutions de (E) sur | sont toutes les fonctions f définies par f(X) = Ae"™ + Be?* o A
et B sont des constantes quelconques.

Exemple: Résoudresur R : y" -y =2y =0.

L'équation caractéristique est r> - r — 2 = 0 soit (r + 1)(r — 2) = 0 d'oli f(X) = Ae * + Be**

& S o . a . : .
2°™ cas : I'équation caractéristique admet une solution double r = wh (Et d'aprés le produit desracines, r? = b)

D'aprés le théoréme 6, on connait donc une solution sur | : g(x) =e™ . N'en connaissant pas d'autres a ce stade, le
théoréme 3 ne peut pas sappliquer. Procédons comme pour |es équations différentielles du premier ordre.

Considérons une solution f quelconque de (E). Onadonc f" +af' +bf =0sur .

Posons z(x) = f(x) €™ pour tout x [ I.

Ona:Z(X) =f(x) e™=rf(x) €™ et2’(x) =f'(x) e™=rf(X) e™=rf(x) e™+r’f(x) e™.
Dioll /() = €™ (f"(X) = 2rf(x) + (X)) = & (f"(x) + af(x) + bf(x)) = 0.

Et donc Z(x) = A et z(x) = Ax + B pour tout x O I.

Les solutions de (E) sur | sont donc toutes les fonctions f définies par f(x) = (Ax+B) €” oux 0.

Autre méthode : on vérifie aisment que la fonction g, définie par gy(x) = xe™ est solution de (E). Il est
également facile de vérifier que g et g, sont linéairement indépendantes. Le théoréme 3 permet alors de conclure.

Exemple: Résoudresur R : y" —4y' + 4y =0.

L'équation caractéristique est r> — 4r + 4 = 0 soit (r — 2)? = 0 d'oll f(X) = (Ax + B) e
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3°™ cas : I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguéesA =a +iB et A = o —ip.

D'aprés le théoréme 6, on connait donc deux solutions : gy(x) =€ = €™ P* et gy(x) == ™ e7Px,
Le probleme, ici, est que les fonctions g; et g, sont des fonctions a valeurs complexes. Or nous cherchons des

solutions qui soient des fonctions a valeursréelles. En voici deux :

On sait aussi quelapartierédle et lapartie
imaginaire sont des quantités réelles, d'ou

+ - .
g = B2 909 evrcogpy) et g = A0 - ey i dctre
9(x) = Im(g2(¥)) et h(x) = Re(g1(X))

On vérifie facilement que g et h sont linéairement indépendantes sur R.

D'apres le théoreme 3, les solutions de (E) sont toutes les fonctions f définies par :

f(x) = €™ (Acos(BX) + Bsin(Bx))
Exemple : Résoudresur R : y" —2y' + 5y =0.

L'équation caractéristiqueest r? - 2r +5=0dolA =1+ 2i et A =1 - 2i d'otl f(x) =e* (Acos(2X) + Bsin(2X))

RESUME

Alorslaforme générale des solutions de

y'+ay +by=0est:

Si I'équation caractéristique admet pour solutions:

deux racines réelles distinctesr, et r, f(x) = Ae™ + Be?X
uneracine réelle double r f(x) = (Ax + B)

deux racines complexes conjuguées A =a +iB et A = o — i f(X) =€e** (Acos(Bx) + Bsin(Bx))
Théoréme6:

(E) admet une unique solution f sur R satisfaisant aux conditionsinitiales f(xg) = yo €t f'(Xo) = y(') .

Exemple de démongtration : dans |e cas ou |'équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes

Lacondition f(xo) = Yo Sécrit Ae™™ + Be2* = y,. Lacondition f(xo) = y, Sécrit Ar; €7 + Br,e?™ = vy, .

2Xo

Posonsa = € et 3 = . Nous avons e systéme :

Aa +BB =y,
Ara +BrB =y,

Ce systéme admet une unique solution si et seulement si les vecteurs directeurs correspondants sont non

colinéaires.

Ona u (-B;a)et v (—Br2; ary). Lacondition de colinéarité sécrit : —Bary + Broa = ap(r, —ry)

Or a # 0 et B # 0 (une exponentielle n'est jamais nulle) et r, # ry (par hypothése), d'ot af(r, —ry) 0.
Lesvecteurs U et v étant non colinéai res, le systéme admet un unique couple solution (A ; B).

Les autres cas sont analogues.

Remarque : il est indispensable d'avoir deux conditions du type f(xo) = Yo € ['(X) = y(') (ce qu'on appelle des

conditions de Cauchy) pour sassurer de |'unicité de la solution. Si tel n'est pas le cas, le nombre de solutions peut

étretrésvariable (de 0 al'infini...)
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Exemple 1 : résoudre sur R : y" + 12y = 0 avec y(0) = 0 et y'(0) = 0. (Conditions de Cauchy)

L'équation caractéristique est r? + T¢ = 0 qui posséde deux racines complexes conjuguéesr, = iTtet r, = —iTt

Les solutions sur R sont les fonctions'y définies par : y(x) = Acos(Tx) + Bsin(Tx)

En dérivant, on obtient : y'(x) = —“Arsin(1x) + Brecos(1x)

Les conditionsy(0) =0 et y'(0) = 0 nousdonnent : 0 =A et 0 =B.

Conformément au théoréme 7, on a bien une unique solutiony = 0.

Exemple 2 : résoudre sur R : y* + 18y = 0 avec y(0) = 0 et y(1) = 0. (Ce ne sont pas des conditions de Cauichy)
Comme précédemment, les solutions (Sil y en a) sont de laforme : y(X) = Acos(TX) + Bsin(Ti)

La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 0 donne 0 = —A, donc A= 0.

Et il n'y a aucune contrainte sur la constante B, donc I'éguation admet une infinité de solution de la forme :
y(X) = Bsin(T).

Exemple 3 : résoudre sur R : y* + 18y = 0 avec y(0) = 0 et y(1) = 1. (Ce ne sont pas des conditions de Cauichy)
Comme précédemment, les solutions (Sil y en a) sont de laforme : y(X) = Acos(TX) + Bsin(Ti)

La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 1 donne -1 = A, d'ou une incompatibilité. L'équation

donnée avec les conditions proposées n‘admet donc pas de solution.

IV) Equations différentielles liées a des situations physiques :
y' —ofy=0ety" +ofy =0 (wOR,)

Le tableau ci-dessus livre immédiatement les solutions :

Equation différentielle Solutions
y' —ufy=0 f(x) = Ae™ + Be'™
y'+ufy=0 f(X) = A cos(ux) + B sin(ux)

Exemples:
* Oscillateur harmonique (ressort) amorti sur support horizontal

e Circuit LC oscillant

V) Equations différentielles avec second membre

Etude d'exemples:
1% ordre:y' +y= x*+x (E)
» Reésolution del'éguation homogéne associée (Eg) : y' +y =0.
D'apréslethéoréme 1,y = Ae™™.
» Recherched'une solution particuliére p (souvent de laméme nature que le second membre)
Soit p un polynéme du second degré : p(x) = ax® + bx + c. On a dors p'(X) = 2ax + b. Déterminons les
coefficients a, b et ¢ afin que p soit solution de (E) :
2ax+b+ax?+bx+c= x*+x

a=1 2a+b=1 b+c=0
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a=1 b=-1 c=1

Une solution particuliére p est donc définie par p(x) = x>=x + 1. Onadonc p'(X) + p(X) = X2+ x.
On montre qu'unefonction f est solution de (E) s et seulement s f — p est solution de (Eo) :
On ales équivalences suivantes :

f est solution de (E)

fOX) + F'(X) =x®+x

fO)+ () =p(¥) +p(x)
(f-p)+(f-p)=0
f — p solution de (Ey)

Conclusion : f(x) - p(x) = Ae ™. D'oll f(x) = Ae X+ x®—x + 1.

Il apparait donc que les fonctions solutions f de I'éguation (E) avec second membre sont la somme des solutions

de |'éguation homogene associée (Ey) et d'une solution particuliére de (E). Ceci sera une régle générale pour les

équations différentielles linéaires.

2°™ ordre: y" + 2y’ +y =cosx (E)

Résolution del'équation homogeéne associée (Ep) 1 y' + 2y +y=0.
Les solutions sont de laforme, y = (Ax + B) e *. (L'équation caractéristique a une solution doubler = —1)
Recher che d'une solution particuliére p (souvent de la méme nature que le second membre)
Soit p une fonction de laforme : p(X) =A cosx+ U sSinX.
Onaadlors: p'(X) = —A sSin X + [ COS X
p"(X) =—A cosx—psinx=-p(x)

Déterminons les coefficients A et 1 afin que p soit solution de (E) :

p"(X) +2p'(x) + p(X) = cosx

2p'(X) = cosx

—2\ SiN X + 2|1 COS X = COS X

D'ou: A=0 et p:%

Une solution particuliére p est donc définie par p(x) = %sin X. Onadonc p"(x) + 2p'(X) + p(X) = cosXx.

On montre qu'unefonction f est solution de (E) s et seulement si f — p est solution de (Ey) :
On ales équivalences suivantes :
f est solution de (E)
f*(¥) +2f*(x) + f(x) = cos x
') +2f'(x) + f(x) =p"(x) +2p'(X) + p(x)
(f-p"+2f-p+(f-p)=0
f — p solution de (Ey)

Conclusion : f(X) —p(X) = (Ax+ B) e ™. D'oll f(X) = (Ax+B)e™™ + %sin X.
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Remargue : en cas de second membre composé, on applique le principe de "superposition” :
(E):y" -5y +4y=x*+cosx
Dégja, on résout (Ey) : y' — By + 4y = X2

1 5 21
On trouve : X) = A e +Be¥+ = X2+ Zx+ =
¥ = ' 4 8" 32
Ensuite, on résout (E,) : y" — 5y’ + 4y = x* + COS X
Ontrouve: va(X) = Ape* + B,e™ + 3 cosx- 2 sinx
’ 34 34

On gjoutey; et y, pour obtenir les solutions de (E) :

y(x) = Ae*+Be™+ 1yes Oy 2y 3 cosx- > sinx
4 8 32 34 34

VI) Complément 1 : résolution des équations différentielles linéaires du 1* ordre a coefficients
variables sans second membre

Précisons clairement notre objectif :
Soit | unintervalle,a: 1 — R uneapplication continue.
Nous voulons résoudre sur |, I'équation différentielle (E) suivante :
(B) :y () +a(y(x) =0 (xO1)
1. Existence de solutions
a) Soit A uneprimitivedeasur |. Vérifier que I'application :
f:l =R
X > e A
est une solution de (E) sur I.

b) Soit k 0 R. Montrer que lesfonctions f = kf sont aussi des solutions de (E) sur I.

2. Unicité des solutions (et plus précisément, les seules solutions de (E) sur | sont les fonctions f ot k O R)

Soit ¢ une solution quelconque de (E) sur 1. On pose: z(x) = ¢(x) €™ pour tout x 0 1.
Démontrer que z est constante sur |. En déduire quiil existe unréel ktel que ¢ = fy.
Détail des calculs:

1. Lafonction f est dérivable sur | et, pour tout x O 1, ona: f'(x) = —a(x) e A

a) Ona:f'(X) +a)f(x) =-aX) e ™ +a(x) e A® =0, donc f est bien une solution de (E) sur I.
b) C'est un cas particulier du théoréme 3, mais I'énonceé incite a faire une démonstration :
Pour tout x O I, on a: f;( () +al)f@) =Kkf'(x) +ax) k f(x) =k(f'(x) +a(x)f(x)) =0 car f est une
solution.
Donc lesfonctions fy sont bien des solutions de (E) sur I.
2. Lafonction z est dérivable sur | (puisque ¢ I'est en tant que solution de (E)) et on a:
Z2(¥) = '(X) e+ dp(a¥) e ™ = (d'(x) + d(x)a(x)) e*™ =0 car ¢ est une solution de (E)
Donc z est constante sur 1. Cela signifie:
[k OR tel que: z(xX) =k pour tout x I 1.
Clest-a-dire : (comme z(x) = z(X) = p(x) e X))

(kO R tel que: ¢(x) = ke 2™ = f(x) pour tout x (I 1.
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VIl) Complément 2 : résolution des équations différentielles linéaires du 1* ordre a coefficients

variables avec second membre

Précisons clairement notre objectif :
Soient | unintervalleet a et b des applications continues de | dans R.
Nous voulons résoudre sur |, I'équation différentielle (E) suivante :

(B) :y(x) +a()y(x) =b(x) (x01)

Existence d'une solution particuliére : soit p lafonction définie sur | par :

X
p(X) = e‘A<X)J' bt)e*dt ofix 01
Xo

Ona:  p(=-ap e | “bt)er Ot + e A p(x) XM = —a(x) e AX f “b(t)e Ot + b(x)
Xo Xo

Dol P'(x) +a(x)p(x) = b(x)
Donc p est bien une solution particuliére de (E) sur |.
Recherche des solutions générales :
On ales équivalences suivantes :

Soit f une solution de (E) sur |

') +a(x)f(x) =b(x) pour tout x O |
') +ax)f(x) =p'(x) +a(x)p(x) pour tout x LI |
(f =P +a()(f -p)(¥) =0
f —pestsolutionde (Ep) : y'(X) +a(x)y(x) =0
Et d'aprés[VI] : (f - p)(x) = ke AX)
f(X) =ke % + p(x)

f(x) =ke A0+ g A be(t)eA(t)dt
%

J' “bt)e”Odt + k
— Y%
f(X) - eA(X)
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