EQUATIONS DIFFERENTIELLES - MODELES D'EVOLUTION

1. Introduction - Notion d'équation différentielle - Solution d'une équation différentielle

Une équation différentielle est une équation :

¢ dont I'inconnue est une fonction (généralement notéey ou z ou autre | ettre)
e danslaquelle apparait certaines des dérivées dey (dérivée premiérey' ou dérivées d'ordre supérieur y', ...).

Exemples : trouver mentalement, au moins une fonction solution sur R, des équations différentielles suivantes :

Y = sin(x) (y=—cos(x) + koi k e R)

On devrat, de maniére plus y =3y (y=ke* otk e R)

cohérente  noter  I'équation

| Y7L (y=x+ e +kolkeR)

voulut, ) qu:yoeptionneflefneit", y =y (y=ke* ouk e R)

vatsble e |§ foncion y" = cog(X) (y=-cos(x) + ax+ bola, b e R)

ay (y=Ae* +Be™ ol (A B) € R?)

Remarques :
e Rechercher les primitives™ d'une fonction continue f sur un intervalle |, c'est résoudre, sur |, I'équation

différentielle: y =1

e La notion dintervalle dans la résolution d'une équation différentidlle est fondamentale. Si on change

d'intervalle, on peut trés bien obtenir d'autre solutions. Par exemple, si on se place sur l'intervalle ]0, +oof,

I'équation différentidle y' = 1 a pour solutions les fonctionsy : x —In(x) + K (K est une constante).
X

Alors que sur I'intervalle ]—oo, O[, les solutions sont les fonctionsy : x +— In(—x) + K.

Il est donc nécessaire de bien définir ce qu'est une solution d'une éguation différentielle.

1.1. Définition
On appelle solution d'une équation différentielle (E) un couple (f, |) ou f est une fonction et | un intervalle tels
que f vérifie (E) sur I. On dira: f est une solution de (E) sur |.

Résoudre une équation différentielle sur un intervalle I, c'est trouver toutes | es fonctions solutions de (E) sur I.

Si aucune précision n'est donnée sur l'intervalle |, on considérera qu'il sagit del = R.

On distingue plusieurs types d'équations différentielles
o Leséquationsdifférentielleslinéaires du premier ordre & coefficients constants sans second membre :
exemple:y' +5y=0
o Leséquationsdifférentielleslinéaires du premier ordre & coefficients constants avec second membre :
exemple:y + 5y = "
o Leséquationsdifférentielles linéaires du second ordre a coefficients constants sans second membre :
exemple: 2y" —3y'+5y=0

@) Voir lalegon sur lecalcul intégral.
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o Leséquationsdifférentielles linéaires du second ordre a coefficients constants avec second membre :
exemple: 2y" — 3y' + 5y = sin(x)

o |l existe aussi des équations différentielles a coefficients variables :
exemple: y' +sin(X)y' — e*y=0

e Ains quedes équations différentielles non linéaires:

exemple:y' xy —y=0

1.2. Remarque:

Une équation différentielle (E) est dite linéaire lorsgue son équation sans second membre associée (Eo) vérifie
les deux assertions suivantes :

e pour toutes solutions f et g de (Eo) sur un intervallel, lafonction f + g est aussi solution de (Eg) sur |

e pour toute solution f de (Eo) sur | et tout scalaire L € R, lafonction A f est auss solution de (Eo) sur |

Exemples:
1. L'équation différentielle (E) : y' = ay + b est linéaire. En effet :
e Soient f et g des solutions, sur un intervalle |, de I'équation sans second membre associée (Eo) : y' = ay.
On adonc: fr=af aurl
g=ag surl
En gjoutant membre a membre, il vient, par linéarité de la dérivée:
(f+9)=a(f+g) surl
Donc lafonction f + g est aussi solution de (Eg) sur 1.
e Soient f une solution de (Ep) sur un intervalle | et A un réd.
On adonc: fr=af aurl
En multipliant par A, on obtient : (Af) =a(rf) surl
Donc lafonction A f est auss solution de (Eo) sur I.

2. L'équation différentidlle (E) : y = y(1 — y) n'est pas linéaire. En effet, considérons une solution non nulle®
y de (E) sur un intervalle . Montrons que la fonction z= 2y n'est pas solution de (E) sur |. Si dle|'&ait, on
aurait : Z=21-2) surl

2y'=2y(1-2y) surl
Maiscommey est solutionde (E) :  2y(1-y) = 2y(1 - 2y) sur |
Soit x e | tel que y(x) = 0 (existe par hypothese). En simplifiant par 2y(X), il restedors:
1-y(¥)=1-2y()
y(X) = 2y(x)
Et toujours en simplifiant par y(x) = 0, on aboutit & une absurdité.

Lafonction z= 2y n'est donc pas solution de (E) sur |. L'éguation (E) est non linéaire.

@ On verraplusloin dans cette legon que de telles sol utions existent.
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2. Equation différentielle linéaire d'ordre 1 & coefficients constants sans second membre y' = ay (a € R)

2.1. Théoréme
Soit a un rédl. Soit (E) I'équation différentielle: y =ay admet donc une infinité de

Les solutions de (E), sur R, sont lesfonctions y définies par :

L'équation différentielle (E)

solutions (puisque I'on a une

infinité de choix de la
ax

y(x) = Ce™ ol C est une constante quel conque constante C).

Démonstration :

1. On vérifie que les fonctions proposées sont bien solutions de (E) sur R.

Lesfonctionsy : x — Ce* sont delaformey=Ce" ol u(x) = ax.
Comme u est dérivablesur R,y l'estaussi et : y'=C U' €
Ce qui donne, pour tout réel x : y'(X) =aC e®=ay(x)
D'olr : y'=ay sur R
Donc les fonctions y proposées sont bien des solutions de (E) sur R. (Ce qui prouve I'existence de sol utions)
Montrons que les fonctions proposées sont les seules solutions de (E) sur R. (C'est-a-dire, qu'il n'y en a pas
d'un autre type que x — Ce™). Soit y une solution quelconque de (E) sur R. (On sait d§a que ca existe
d'apres le point 1). Considérons lafonction z définie, pour x € R, par :
2x) =y(x) e

Lafonction zest delaformez=uvavecu=y et v(x) = e .
Comme lesfonctions u et v sont dérivables sur R, lafonction zI'est auss et on a:

Z=Uv+uw'
D'ou, pour tout réel x : ZX) =y'(x) € - ay(x) e

Z(X) = e *(y'(x) — ay(x))
Mais, par hypothéese, y est une solution de (E) sur R, donc y'(x) — ay(x) =0
On en déduit que pour tout réel x : Z(x)=0
On en déduit que z est constante sur R. Autrement dit, il existe une constante C telle que pour tout réel x :
Z(x)=C
y(x) e ®=C
y(x) = Ce™

Ce qui démontre le théoréme 2.1.

Remarques :

La constante C peut étre nulle. Dans ce cas, on obtient la solution "nulle” : y = 0 sur R qui est une solution
évidente de I'équation différentielle.

Le théoréme 2.1. peut auss sinterpréer ains : s fo est une solution non identiquement nulle (sur R) de
I'équation différentielle (E), alorstoutes les autres solutions f sur R sont des multiples de fo.

Lethéoreme 2.1. reste valable s a est un nombre complexe ; la démonstration reste la méme en éendant le

concept de dérivation a C (voir 7.2.). Cette extension du théoréeme 2.1. sera utile dans le paragraphe 7.
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Exemples:
1. Résoudre, sur R, I'équation différentielle: (E): 3y'—5y=0

On écrit (E) souslaforme: y' = gy

(E) est donc delaformey = ay avec a = g . Ses solutions, sur R, sont donc delaforme:
5%
yx)=Ce3 ol CeR
2. Considérons un circuit dectrique constitué d'un condensateur (de capacité C) se déchargeant dans une

résistanceR: i

D'apréslaloi d'additivité destensions,ona: Uc+ Ur=0
(uc et ur désignent respectivement la tension aux bornes du condensateur et de la résistance)

Notonsi(t) I'intensité du courant éectrique dans le circuit al'instant t.

On sait que: uc(t) = a®) e ux(t) =Ri(t) =R dq(t)
C dt
D'ou : q(t) = —-RC dt;it) 'I(t)

C'est une équation différentidle du typey' = ay avec a= _Ric d'ou:

t
qt)=K e R (K e R)

_t o)
D'ou, en dérivant : i(t)=1loe R (I e R)

3. Dans un tissu radioactif, les lois de la Physique permettent d'affirmer que la vitesse de désintégration des
noyaux radioactifs (a un instant t) est proportionnelle au nombre de noyaux radioactifs N(t) présents dansle

tissus al'instant t. 1l existe donc une constante A strictement positive telle que :

Lesgne"-" decetterelation traduit la

N (t) - —kN(t) décroissance du nombre de noyaux.

Si Np désigne le nombre de noyaux al'instant initial, on adonc :
N(t) = Noe™
Dans ce contexte, apparaissent souvent deux grandeurs qu'il est bon de savoir interpréter graphiquement :

o |letemps caractéristique, noté t, est défini par :

T= —

A
Si (T) désigne la tangente a I'origine de la courbe (C) de la fonction N, le temps caractéristique t© est
I'abscisse du point d'intersection de la droite (T) avec |'axe du temps. En effet, une équation de (T) est :
y = N'(0)t + N(O) = —ANgt + No
On constateque si t=t, on abien : y=0

Plus |e temps caractéristique est petit, plus la vitesse de désintégration initiale est é evée.
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N(t)
No

No/2

(@] T2 T t

o lapériode de demie-vie, notée 11, (ou T) qui est la période au bout de laquelle la moitié des noyaux se

. N
sont désintégrés. On adonc : N(ty) = 70

N0 e*“uz — &
2
D'ol : Ay = |n(2)
T12 = @: T In(2)

On peut alors exprimer N(t) en fonction de la période de demie-vie:

_t —Llnz -t
N(t) =Noe™=Nge T=Npe w2 =Ny2 w2

2.2. Allure des solutions :

N

a>0 a<o0

C<o0

= 3
V.4

On constate que toutes | es solutions ont une limite nulle en —o (lorsque a > 0) ou en +w (lorsquea < 0) :

lim Ce®=0lorsquea>0 e lim Ce®™=0 lorsquea<0

X—>—00 X—>+00

Cas particulier : s a= 0, I'équation différentielle est y' = 0 et ses solutions sont |es fonctions constantes.
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3. Equation différentielle linéaire d'ordre 1 & coefficients constants avec second membre constant

y'=ay+b(a-0)

3.1. Théoréme
Soient a et b deux réesavec a non nul.
Soit (E) I'équation différentielle: y=ay+b

Les solutions de (E), sur R, sont lesfonctions y définies par :

y(x) = Ce™ — b ou C est une constante quel conque
a

Dans certains ouvrages, Ccette

équation différentielle est notée:
y —ay=b

ou: y +ay=hb

(de fagon abien isoler le second membre)

Attention, dans le dernier cas, le
réle de a est opposa.

Démonstration :

Nous remarquons que lafonction p, définie sur R, par :

p:__

est une solution particuliére de (E).
(En effet, onap'=0=ap + b)

Soit y une solution quelconque de (E). (On sait qu'il en existe au moins une: p)

{

Y-p)=aly-p)

Doncy — p est une solution de I'équation différentidlley' = ay, d'oli pour tout x € R :

y' =ay+b

Ona sur R: ,
p'=ap+b

En retranchant membre a membre:

ax

y(x) — p(x) = Ce*™ ol C est une constante

Finalement, pour tout x € R : y(X) = Ce™— E
Exemples:
1. Résoudre, sur R, I'équation différentielle (E) : \/E y -2y=1
On écrit (E) souslaforme: y = ﬁy+ %
(E) est donc delaformey = ay + baveca= +/2 eth= V2
y() =C &' —% ol CeR

La technique utilisée ci-contre est &
connéitre.  Elle servira dans de
nombreuses situations::

1) On déermine une solution
particuliére p de I'éguation (E).
(L'énoncé donne  souvent  les
indications nécessaires).

2) On montre qu'une fonction y est
solution de (E) S et seulement s la
fonction (y — p) est solution de
I'équation sans second membre
associée (Eo).

3) Comme, en général, on connait
les solutions de I'équation sans
second membre associée, on en
déduit que les solutions y de (E)
sécrivent comme la somme des
solutions de (Eo) et de la solution
particuliérep.

— . Sessolutions, sur R, sont donc de laforme:

2. Considérons un circuit éectrique constitué d'un générateur G (délivrant une tension E), d'un condensateur

(de capacité C) et dunerésistance R :
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D'apréslaloi d'additivité destensions, ona: uc + Ur=Ug = E

Notonsi(t) I'intensité du courant éectrique dans le circuit al'instant t.

On sait que: uc(t) = am et ur(t) =Ri(t) = Rw
C dt
D'ou : q(t) = EC - Rcm
dt
dq(t) 1 E
— == qg(t)+ =
o~ reIWTR
C'est une équation différentidlledu typey = ay + b aveca= _Ric eb= % d'ou:
_t
qt)=K e RC+EC it
_t b
En dérivant : i(t)=1loe RC
o]

3.2. Allure des solutions :

a>0

C< C<

)i N

On constate que toutes | es solutions ont |la méme limite en —eo (lorsgque a > 0) ou en +wo (lorsgquea < 0) :

lim (Ce‘s‘x—9)=—E lorsquea>0 et lim (Ce‘s‘x—9)=—E lorsquea<0
X—>—00 a a X—>+00 a a
Cas particuliers:

e s a=0,adorsl'équation différentielle (E) seréduit smplement ay' = b dont les solutions sont les fonctions
affinesx = bx + C ou C est une constante.

e s b=0, on est ramené au cas de la situation du paragraphe 2.
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4. Equation différentielle linéaire d'ordre 1 a coefficients constants avec second membre variable

On sintéresse, dans ce paragraphe, aux équations différentielles (E) du type :

(BE):y'—ay=f ouae R et fest unefonction

4.1. Théoréme

Soient a un réd et f une fonction définie sur un intervallel.

Soit (E) I'équation différentielle: y—ay=f

Soit (Eo) I'équation différentielle sans second membre associée :

Soit p une solution particulieérede (E), sur | : p'—ap=f surl

y =ay La question générale de I'existence d'une solution
particuliére est hors programme (voir §9)

Alorslessolutionsy de (E), sur |, sobtiennent en gjoutant les solutions de (Eo) avec p :

y(x)=Ce™+p
Démonstration :
On ales équivalences suivantes : y solution de (E) sur |
y —ay=f surl Lethéoréme4.1. n'est pas
explicitement au programme. Dans
y-—ay=p -ap surl la pratique, les exercices demandent
(y-p)=ay-p) surl que les équival ences ci-contre soient
. redémontrées.
y — p solution de (Ep) sur |

y(x) = Ce™+ p(x) pour tout x € |

Exemple : résoudre, sur R, I'équation différentielle (E) :

Y +y= X2+X
Résolution de I'équation sans second membr e associée
(Eo):y +y=0.
D'apréslethéoréme 2.1 : yx)=Ce*ouCeR
Recher che d'une solution particuliére p (souvent de la méme nature que le second membre)
Soit p une fonction polynéme du second degré :
p(X) =ax® +bx+c
On aalors, pour tout réel x : p'(x) =2ax+b
Déerminons les coefficients a, b et ¢ afin que p soit solution de (E) :
2ax+b+ax’+bx+c= x*+x
ax’+(b+2ax+c+b= x*+x
a=1 2a+b=1 b+c=0
a=1 b=-1 c=1
Une solution particuliére p est donc définie par :
p(X) = x*—x+1

On adonc: p'(X) + p(X) = x*+x
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e On montre qu'unefonction f est solution de (E) s et seulement s f — p est solution de (Ey) :
On ales équivalences suivantes :
f est solution de (E) sur R
F(X) + f'(X) =x*+ x_pour tout rédl x
FO)+ f'(X) =p'(X) + p(x) pour tout réel x
(f-p+(f-p=0srR
f — p solution de (Eo)
f(X) = p(x) = Ce ™ pour tout réel x

f(X) =Ce ™+ x*—x+ 1 pour tout réel x

RETENIR CE PRINCIPE :
Lesfonctions solutions f de I'éguation (E) avec second membre sont la somme des solutions de I'équation sans
second membre associée (Ey) et d'une solution particuliere de (E). Ceci sera une régle générale pour les

équations différentielles linéair es.

5. Théoreme de "Cauchy-Lipschitz" pour les équations différentielles linéaires d'ordre 1, a coefficients
constants et avec second membre

5.1. Théoréme

Soient a un réd et f une fonction définie sur un intervallel.
Soit (E) I'équation différentielle: y—ay=f
On suppose que I'on connalt une solution particuliére p de (E).

Soient X, €t yo deux réds.

Lacondition y(xo) = Yo Sappelle
"condition initiale".

(E)

Il existe une unique solution, sur |, au probléme différentiel (P) { .
Y(%) = Yo

Démonstration :

On avu que les solutions de (E) sur | sont lesfonctions delaforme:
y(x) = Ce™+ p(x) pour tout X € |
La condition initiale y(Xo) = yo Sécrit : Ce®+ p(xo) = Yo
D'oll un unique choix pour laconstanteC: C= e 2% (y; — p(Xo))
Finalement, I'unique solution y au probleme différentid (P) est la fonction définie pour x € | par :
Y() = (Yo — P(x0)) €27 + p(x)
Exemples:
1. On considére I'équation différentielle (E) : v — 2y = €&*
Rechercher une solution particuliére p de laforme p(x) = A €” ol A est un réel que I'on calculera.

Résoudre, sur R, I'équation (E) munie de la condition initiale y(0) = O.
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Solution :
Lafonction p est dérivable sur R et pour tout réel x, on a:

p'(x) =1 e
En remplagant dans (E): -re¥= g€
D'ol : A=-1
Une solution particuliére p de (E) est : p(x) = -¢*

Les solutions de I'équation différentielle sans second membre associée (Eg) : y' — 2y = 0 sont :
x> C e*
D'ou lessolutionsde (E) sur R : y(x) = C e —¢*
Enfin, la condition initiale y(0) = 0 donne:: C-1=0
c=1
Finalement, la solution recherchée est : y(x) = e —e*

2. Reprenonslecircuit éectrique vu au paragraphe 3. On avait :
_t
i(t)y=1loe RC
Supposons qu'al'instant t = 0, le courant dans le circuit soit égal ai(0) = 10 mA

t
Onaadorslog=10¢€t: i(t) =10e RC

6. Autres types d'équations différentielles

6.1. Loi logistique continue. Modél e de Verhulst

On sintéresse, dans ce paragraphe, aux équations différentielles (E) du type : Remarque : on avu (en 1.) que cette
(E):y=ay(M-y)olac RetM e R, équation différentielle est non linéaire.

Ce type d'égquation différentielle apparait souvent dans la pratique lors de I'éude de problémes d'évolution. La
fonction inconnue y représente alors une proportion. C'est donc une quantité positive.

Ici, nous n'allons pas résoudre (E) mais seulement rechercher des solutions y qui vérifient y > 0 sur un
intervallel.

Laméthode est la suivante :

1. Supposons qu'il existe une solution 'y de (E) sur | tellequey > 0 sur |

On dit que I'on effectue un

1
On pose alors, pour tout X € | : zx) = ) "changement de fonction”.

(Possible car y est supposée ne pas sannuler sur 1)
Lafonction zest dérivable sur | (car y est dérivable et strictement positive sur 1) et :

z:_Lz—ay(y—zlvl):a_ﬂ:a_aMz
y y y

On reconnait ici une équation différentielle linaire d'ordre 1 a coefficients constants avec second membre

constant.

2. On en déduit que pour tout x e | :

z2(x)=Ce™ + ﬁ ol C est une congtante
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D'Ol] . y(X) = =

Cette fonction est appel ée

Et en posant b= MC : y(X) = "fonction logistique continue”.

be x4 1

Application : Phénoménes d'évolutions : loi de Malthus & loi de Verhulst
(Le contexte est celui du probléme du Bac S 2003)
On considére une culture de bactéries en milieu clos.

Soit Np e nombre de bactéries introduites dans la culture & l'instant t = 0 (N, étant un réel strictement positif,
exprimé en millions d'individus).
Ce probleme a pour objet I'étude de deux modéles d'évolution de cette population de bactéries :
e un premier modéle pour lesinstants qui suivent I'ensemencement (partie A)
¢ un second modéle pouvant sappliquer sur une longue période (partie B)
Partie A - Loi de Malthus
Dans les ingtants qui suivent I'ensemencement du milieu de culture, on considére que la vitesse
d'accr oissement des bactéries est proportionnelle au nombr e de bactéries en présence.
Dans ce premier modéle, on note f(t) le nombre de bactéries a l'instant t (exprimé en millions d'individus).
Lafonction f est donc la solution de I'équation différentielle :
y' =ay.
(a est un réd strictement positif dépendant des conditions expérimental es)
1. Résoudre cette équation différentielle, sachant que f(0) = No.

2. On note T le temps de doublement de la popul ation bactérienne.

t
Démontrer que, pour tout réd t positif : f)=Ng2T

3. Tracer la courbe représentative de lafonction f dansle cas ot Ng = 0,01 et a=0,2.
Partie B
Le milieu éant limité (en volume, en ééments nutritifs...), le nombre de bactéries ne peut pas croitre
indéfiniment de fagon exponentielle. Le modele précédent ne peut donc sappliquer sur une longue période.
Pour tenir compte de ces observations, on représente I'évolution de la population de bactéries de la fagon
suivante:
Soit g(t) le nombre de bactéries a I'instant t (exprimé en millions d'individus) ; la fonction g est strictement
positive, dérivable sur [0, +oo[ €t vérifie pour tout t de [0, +oo[ I'équation différentielle
(B) y=ay(l-y)
ol a est un rédl strictement positif dépendant des conditions expérimental es.
1. A I'aide des résultats précédents, déterminer |es solutions strictement positives g de (E).
2. a Sachant Np = 0,01, exprimer g(t) juste en fonction de a.
b. Déerminer lalimite de g en +oo et démontrer, pour tout réd t positif ou nul, I'inégalité :
gt) <1
c. Etudier le sensde variation deg.

d. On suppose a = 0,2. Tracer la courbe représentative de g dans le méme repére que précédemment.
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SOLUTION
Partie A - Loi de Malthus

1. Onapourtoutt e R, : F(t) = Nge™
2. Par définitionde T : F(T) = 2Ng = Nge™™
o r_ )
a
o Line2) L
On en déduit : f)=NoeT =No2T

3. Voir ci-dessous.

Partie B
1. D'apréslesrésultats précédents:

glt) = % ol A est une constante
1+ Ae®

1
2. a Ona: 0,01=Ny=g(0) = —
0=90= 174
D'ol : A=99
Pour tout t € R,, on adonc: o(t) = %
1+99%7°®
b. Comme lim €*=0, il vient: lim g(t)=1
t—>+ow t—+0
Deplus: 1+99e* >1

D'ou, par décroissance de lafonction inverse sur [1, +oof :

g(t) <1 pourtoutt e R.
c. PuisqueO<g<lsurR;, a>0e g =ag(l-g)sur R, onen déduit :
g >0sur R,

g est strictement croissante sur R..
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y = millions de bactéries

On constate que le premier modéle (de Malthus) n'est pas bon (sauf au début) car les bactéries se dével oppant
en milieu confing, elles ne peuvent pas se multiplier infiniment. Le second modéle (de Verhulst) a I'avantage de
bien faire apparaitre un comportement asymptotique particulier (le nombre de bactéries fini par se stahbiliser).

En effet, les ressources en é éments nutritifs étant limitées, le nombre de bactéries tend a se stabiliser.
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6.2. Equations différentielles non résolubles (formellement) en Terminale S

Dans ce paragraphe, nous allons juste traiter un exemple avec une méthode numeérique.
On considére e probléme différentid :
y'+2xy=1
(P): {
y(0)=0

On admet que ce probléme différentiel (P) admet une unique solution sur R® .
L'éguation différentielle y' + 2xy = 1 n'est pas a coefficients constants. Nous ne savons donc pas la résoudre, a
notre niveau. On se propose donc, de tracer une ébauche de la courbe de sa solution par une méthode approchée

dite"Méhode d"Euler”.

Rappel du principe de la méthode d'Euler

LA CLE:
Si f est une fonction dérivable sur un intervalle | aors, pour tout réel x de | et tout réel h, petit, tel que x + h

soit dansl,ona:

| fx+h) = F0+hf () |

En effet, on sait que:
f(x+h)=f(x)+hf'(x) + he(h) ou iI1inr(1)(p(h) =0

(Voir lecourssur le calcul différentiel)

L'approximation faite est donc d'autant meilleure que h est petit.

LE PRINCIPE ITERATIF :

On ne connait pas d'expression de la fonction f. On connait juste une équation différentielle dont dle est
solution et on dispose également d'une condition initiale. L'idée d'Euler est de dire: "si on connait la valeur de
f(X) et de f'(X), on peut avoir une bonne approximation de f un peu plusloin (en x + h)".

Or, ici, nous connaissons f(0) = 0 (condition initiale) mais auss f'(0) ! En effet, on sait que f est une solution
del'équation différentielley' + 2xy = 1. On adonc f'(x) = 1 — 2xf(x) d'ou f'(0) = 1. On peut donc connaitre f(h)
ol h est un pas que nous fixerons arbitrairement en fonction de la précision recherchée.

Et ainsi, de proche en proche, on peut avoir une approximation des valeurs de la fonction et donc tracer une

courbe qui I'approche.

LESCALCULS

Commencons avec un pash =0,1.

On adonc, pour tout réel x: fx+01) = f(x) + 0,1f'(X)
Ou f'(x) se calcule avec I'équation différentidlle:

F(¥)=1-2x/(x)

@ Cette unique solution est assurée par le théoréme de "Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 1" dont la démonstration est trés ardue lorsque les
coefficients de I'équation différentielle sont variables (et cest le casici)
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MISE EN (EUVRE AVEC UN TABLEUR

Entrer lavaleur du pas

Entrer lavaleur de
f(0) danscettecdlule

h (ici 0,1) dans
cettecellule
Entrer danscette cellulela N
valeur de x pour laguelle A \ B C
on souhaite commencer 1 PASh 0,1 | Entrerici laformule:
lescalculs \& Valeur de f(0) 0 =$B%$2
3
4 X f(X) fl(x) —— = Entrerici laformule:
Entrer ici laformule: 5 0 0 1 =1-2*A5*B5
=A5+$B$1 6 0,1 0,1 0,98 puis étirer versle bas
puisétirer versle bas 7 0,2 0,198 0,921
g 8’2 Entrer ici laformule:
) =B5+0,1*C5
10 0,5 puisétirer versle bas
11 0,6
RESULTATS
X 9 F)=1-2x/() Jx+0.1) = f(x) + 0,1/'(x)
0 0,000 1,000 0,100
01 0,100 0,980 0,198
0,2 0,198 0,921 0,290
0,3 0,290 0,826 0,373
04 0,373 0,702 0,443
05 0,443 0,557 0,499
0,6 0,499 0,402 0,539
0,7 0,539 0,246 0,563
0,8 0,563 0,099 0,573
0,9 0,573 -0,032 0,570
1 0,570 -0,140 0,556
11 0,556 -0,223 0,534
1,2 0,534 -0,281 0,506
1,3 0,506 -0,315 0,474
14 0,474 -0,328 0,441
15 0,441 -0,324 0,409
1,6 0,409 -0,309 0,378
1,7 0,378 -0,286 0,350
1,8 0,350 -0,258 0,324
1,9 0,324 -0,230 0,301
2 0,301 -0,203 0,280
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Courbe Cy; approchant f sur l'intervalle[0; 2] :

f(x)

0,600

0,500 +

0,400 +

0,300 +

0,200 +

0,100 +

0,000

2,8 +

24+
2,6 +

0,8 +
2,2 +

04+
0,6 +

0,2 +

On peut recommencer les calculs avec un pas plusfin (par exemple h = 0,01) pour avoir plus de précision.

On peut auss choisir un pas négatif pour avoir I'allure de la courbe sur R .

Pour information, une expression de la fonction solution au probléme différentiel donné est :

) =e* ‘[Oxetz dt

7. Complément 1 (Hors programme). Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants sans second membre: y" +ay'+by=0 (a, b e R)

Dans tout ce qui suit, nous noterons (E) I'équation différentielle :
y'+ay' +by=0 (oua, beR)
On noter; et r, les racines (éventuellement complexes) de I'équation du second degrér? + ar + b= 0.

On rappelle (ou on vérifiera facilement) que : rM+ro=-—a e rir=>b

7.1. Théoréme Structure de |'ensemble des solutions (espace vectoriel de dimension 2)

Soit | un intervalle.

1. Soient f; et f, deux solutions sur | de I'équation différentielle (E). Alors, pour toutes constantes A et B, les
fonctions delaforme Af; + Bf, sont également des solutions sur | de (E).

2. Si fy et f, sont des solutions indépendantes™ de (E) sur |, aors les solutions sur | de I'équation différentielle

(E) sont toutes delaforme Af; + Bf» (ou A et B sont des constantes).

@ #, et f, indépendantes sur | signifie : il n'existe pas deréd k tel que f» = kf; ou f1 = kf, sur |. Dans le cas

contraire (lorsque k existe), on dit que f; et f, sont liées.
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Démongtration :

1. Evident, on utilise lalinéarité de la dérivation : (u+Vv)' =u' + V' et (ku)' = ku' .

2. Beaucoup moins évident et indispensable pour la suite ! Nous aurons besoin du lemme suivant (une version
affaiblie du théoréme de Cauchy-Lipschitz assurant I'existence et I'unicité de solutions définies par deux
conditions initiales du type y(Xo) = 0 et y'(Xo) = 0) aing que d'un outil, le Wronskien qui est une fonction
construite a partir de deux solutions f1 e f, de (E) qui donne un critere smple pour voir s ele sont

indépendantes ou non.

Lemme Forme affaiblie du théoreme de Cauchy-Lipschitzlinéaire d'ordre 2
Soient a et b deux rédls.
Soient | unintervalleet xg € 1.
La seule solution du probleme différentid :
y'+ay +by=0surl
{ y(%) =Y'(%)=0

est la fonction identiquement nulle sur I.

Démonstration :

Posons : z=y' —-ny surl Onrappdle que
Onaains : Z—12=Y' —1y — Iy + Iy =y —(ri+ 1)y +riry=y"' —ay' + b=0 rietr,sontles
solutionsde:
I existe donc une constante C telle que pour tout X € | : ) -
r‘+ar+b=0
z(x) = Ce?*
Mais comme z(xo) = Y'(Xo) — r1y(Xo) = 0, on en déduit que C=0d'ou :
z=0sur |
Il vient alors: y —-ry=0 surl

Il existe donc une constante D telle que pour tout X | :
y(X) = De"™*
Mais commey(x) =0,onaD =0d'ou: y=0 surl

D'oul le lemme.

Présentons maintenant un outil bien pratique

Définition Wronskien

Soient | un intervalle et £ et f, deux fonctions dérivables sur |.

On appelle Wronskien de f; €t f», lafonction définie sur | par :
W(f1, f2) = f1fo— f2 /1

Propriétés du Wronskien

o S fiet f,sont dessolutionsde (E) sur | alorsil existe une constante K telle que :

W(f1, f2)(X) = Ke ™ pour tout X < |
e S f; et f,sont des solutions indépendantes de (E) sur | alors leur Wronskien ne sannule en aucun point
del.
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Démonstration des propriétés du Wronskien :

e Comme f; €t f, sont deux fois dérivables (puisque solutions de (E)), la fonction W est une fois dérivable

et on obtient :

Wt f)=f1fa+ fofs = 1o fi-fa /e
Or, nous savons que : fi+afi+bfi=0¢e fi+af,+bf,=0
Nous obtenons alors :

W(f1 f2) =f1 f2+ fu(-afo—bf2) = f5 f1 — fa(-af1—bf1)
W(fu f2) = —alf1 /2= f2f1) = -aW(/1, f2)
Donc, d'aprés le paragraphe 2, il existe bien une constante K telle que:
W(f1, f2)(X) = Ke™® pour tout X € |
e Raisonnons par contraposition. Supposons que le Wronskien sannule en un point de |. Alors, vu son
expression ci-dessus, on aK =0, et il Sannule en tout point del.
W(f1, f2) =0 surl
Montrons que f; €t f, sont liées.
Si fiestnullesur I, il n'y arien afaire. Dansle cas contraire, il existe Xy € | tel que:
fi(x) #0
Posons 9= f1(Xo)f2 — f1fa(Xo) sur |
Comme g est combinaison linéaire de f1 € f», le point n°1 du théoréme 7.1. permet d'affirmer que g est
une solution de (E).
Deplus: 9(X0) = f1(%0) f2(%0) — f1(X0) f2(X0) = O
Et: 9 (%) = f1(X0) f5 (o) — f1(X0)f2(X0) = W(f1, f2)(X0) = O
D'aprés le lemme, on en déduit que g est lafonction identiquement nulle sur | d'ou :
f1(X0)f2 = f1f2(%0) sur |

J2(%) :
J1(Xo)

fa=Kkfrsurl

Et comme f1(Xo) # 0, il vient en posant k =

Donc f, et f, sont liées.

En contraposant, s f; et f» sont deux solutions indépendantes de (E) sur |, alors leur Wronskien ne
sannule en aucun point del.

Remargue : s on suppose que f1 ne sannule jamais sur | alors on peut faire une démonstration plus

simple. En effet, la condition W(f1, f») = 0 sur | peut Sécrire:

Sofi=fo _ (&] —0 surl
ff /1

Il existe donc une constante k telle que f, = kf, sur | et, par suite, f1 et f, sont liées.
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Venons-en, enfin au point n°2 du théoreme 7.1.

Soit f une solution quelconque de (E) sur |. Nous allons montrer qu'il existe desréels A et B tels que::
f=Af1+Bf, (etdonctelsque f'=Afi+Bf,)

Pour cela, nous allons montrer que le systeme suivant (d'inconnues A et B) admet une unique solution :

Afy+Bf,=f surl
® {Athf'z ~f sl

Notons, pour tout réel x € |, (A, By) le couple deréd solution du systéme:

A1)+ B, f2 () = £(X)
A1)+ B f2 () = f'(¥)

Un tdl couple existe car |e déterminant du systéme (S,), asavoir (f1 f5— f2 f1)(X) est non nul puisque par

(S) {

hypothése £ et f, sont des solutions indépendantes de (E) sur | (propriété du Wronskien).

En résolvant le systéme (S)), on obtient alors:

Ao WL o g - WU

- W(f1, f2)(¥) W(/1,f2)(X)
Comme les fontions f, f1 et f, sont deux fois dérivables, les fonctions x > Ay et X > B, sont dérivables et

pour tout X € | :

_ W F)OIW (1, £2) () =W(F, f) W' (f1, £2)(X)
[W(f1, f2)(x)]?

—aW(f, f2)OIW(f1, £2)(X) +W(F, £)(aW(f4, f)(X)
W(/1, f2)(X)]?

A =0
Donc leréel A est indépendant de x. C'est une constante A.

A

A=

On montre, de méme, que B, est indépendant de x.

D'ou le point n°2 du théoréme 7.1.

Il est temps maintenant de construire les solutions de (E).

7.2. Théoréme
Soit A un nombre complexe.

Lafonction f avaleursdans C et définiesur R par f(x) = € est dérivable sur R et pour tout réel x :

f(x) = re™
Démonstration :
PosonsA = a +ip.
Ona: f(x) = P = exdP*— e(cog(BxX) + i sin(Bx))

En utilisant le concept de linéarité de la dérivation ains que larelation (uv)' = u'v + uv' éendus a C, on peut
écrire: £'(X) = ae™(cos(Bx) + i Sin(Bx)) + e*(-Psin(Bx) + i cos(Bx))
= e™(acos(BX) + ipcos(Bx) + aisin(Bx) + i’Bsin(Bx))
= (o + iB)e™(cos(Bx) + i sin(Px)) = L&
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7.3. Définition
L'équation du second degré r? + ar + b = 0 sappelle équation caractéristique associée a (E).

7.4. Théoréme
Soit A un nombre complexe. Soit f lafonction avaleursdans C et définiesur R, par f(x) = €.

Lafonction f est une solution de (E) s et seulement si A est une solution de I'équation caractéristique de (E)

Démongtration :
On a, pour tout réd x : F() =1e™ et f'(x) = 12
On ales équivalences suivantes :
f solution de (E)
f"+af'+bf=0
XM +ar+b)=0
Et comme €* #0: M +al+b=0

A est solution de l'équation caractéristique associée a (E)

Résolution de (E) (sur un intervalle | non réduit a un point)

1% cas: I'équation caractéristique admet deux solutions distinctesr; et rp
D'aprés le théoreme 7.4. , on connait donc deux solutions f; et f, sur | définies par :

f1(x) =€ et fox) =€
Lesfonctions f; et f, sont non nulles et non liées (s eles|'&aient, il existerait un réel k tel que pour tout réd x
del: €= ke™. D'oli k = e™* ce qui n'est pas une constante car r; # r,. On peut auss calculer leur
Wronskien qui est égal a(r, — ry) €™« O car ry# 1)
D'aprés le théoreme 7.1., les solutions de (E) sur | sont toutes les fonctions f définies par :

f(x) =Ae™+ Be?* ol A et B sont des constantes quel conques

Exemple : résoudre sur R, I'équation : y' -y -2y=0
L'équation caractéristique est : rf-r-2=0

r+Hr-2)=0
D'ou, pour tout X € R : f(X)=Ae *+Be*
2°™ cas : |'équation caractéristique admet une solution doubler = —% . (Et d'aprés le produit desracines, r’ = b)
D'aprés le théoreme 7.4., on connait donc une solution f1 sur | définie par :
f1(¥) =¢€”
N'en connaissant pas d'autres a ce stade, le théoreme 7.1. ne peut, a priori, pas Sappliquer. Procédons comme
pour les équations différentielles du premier ordre.

Considérons une solution f quelconque de (E). On adonc:
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f*+af +bf=0surl
Posons z(x) = f(x) €™ pour tout X € 1.

Ona: ZX) = f'(X) e =rf(x) e™

2’0 = ') e =rf'(x) e —rf'(x) e +r’f(x) e™.
D'ou: 2’00 = e (f" () = 2rf' () + r’f(9) = & (f" (%) + af' (x) + bf(x)) =0
Et donc: Z(x) = A pour tout x € |

Z(x) = AX + B pour tout x € |
Les solutions de (E) sur | sont donc toutes les fonctions f définies par f(x) = (Ax + B) €* olix e I.
Autre méthode : on vérifie aisément que la fonction f, définie par f,(xX) = xe™ est solution de (E). Il et

également facile de vérifier que f; et f, sont linéairement indépendantes. Le théoréme 7.1. permet alors de

conclure.
Exemple : résoudre sur R I'équation : y'—4y +4y=0
L'équation caractéristique est : rP—4r+4=0
(r-22%=0
D'ou, pour tout X € R : f(¥) = (Ax + B) e
3°™ cas : I'éguation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées i = o + ip et A = o — ip.

D'aprés le théoreme 7.4. , on connait donc deux solutions g; et g, définies par :
gl(x) — e}LX — eOLX eiBX a gZ(X) — eXX — eOLX e’iBX ( — m)

Le probléme, ici, est que les fonctions g; € g, sont des fonctions a valeurs complexes. Or nous cherchons des

solutions qui soient des fonctions a valeurs rédlles. En voici deux :

On sait auss quelapartierédleet la

rédles, dou I'idée d'écrire:

£109 = B0 G0) - oxogmg e fyx) = gl(X);igz(X):eaxsm(Bx) partie imaginaire sont des quantités

2

On vérifie facilement que f et f, sont linéairement indépendantes sur R.

f1(%) = Re(@1(x)) et f2(X) = Im(gx(¥))

D'aprésle théoreme 7.1., les solutions de (E) sur R sont toutes les fonctions f définies par :

f(x) =™ (Acos(Bx) + Bsin(Bx))

Exemple : résoudre, sur R, I'éguation: y'—2y'+5y=0
L'équation caractéristique est : rf—2r+5=0

Elle admet deux sol utions complexes conjuguées :
A=1+2 et A=1-2i

D'ou, pour tout X € R : f(X) =€ (Acos(2x) + Bsin(2x))
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RESUME

Si I'équation caractéristique admet pour solutions : Alorslaforme générale des solutions sur R de

y'+ay +by=0est:

deux racinesréeles distinctesr, et r, f(x) = Ae+ Be?*
uneracinerédle doubler f(X) = (Ax + B) ™
deux racines complexes conjuguées i = o + ip et A =o —ip f(X) = e (Acos(BX) + Bsin(Bx))

7.5. Théoréme Théoréme de Cauchy-Lipschitzlinéaire d'ordre 2

(E) admet une unique solution f sur R satisfaisant aux conditions initiales f(xo) = Yo €t f'(Xo) =Yg -

Exemple de démonstration : dans le cas ou I'équation caractéristique admet deux solutions rédlles distinctes

La condition f(xo) = Yo Sécrit : A0 L B0 =y,

!

La condition f(xo) = y; Sécrit: Ary €70 + Brp e = yp

Posons o, = €7 e B = €20 . Nous avons le systéme :

Ao+ B =Y,
Arya+Br =

Ce systeme admet une unique solution s et seulement s les vecteurs directeurs correspondants sont non
colinéaires. On a G (-B; o) &t :/) (—Prz; ary). Lacondition de colinéarité sécrit :
—Bary + Broo = af(rz —ry)
Or a # 0 et B # 0 (une exponentielle n'est jamais nulle) et r, = ry (par hypothése), d'ou af(r, —ry) = 0.
>

5
Lesvecteurs u et v éant non colinéaires, le systéme admet un unique couple solution (A ; B).

Les autres cas sont anal ogues.

Remarque : il est indispensable d'avoir deux conditions du type f(Xo) = Yo €t f'(Xo) =Yy (ce qu'on appelle des

conditions de Cauchy) pour sassurer de I'unicité de la solution. Si tel n'est pas le cas, le nombre de solutions

peut &retrésvariable (de 0 al'infini...)

Exemple 1 : résoudre sur R le probleme :
y' + 1y = 0 avec y(0) = 0 et y'(0) = 0. (Conditions de Cauchy)
L'équation caractéristique est r? + 7> = 0 qui posséde deux racines complexes conjuguéesr, = i et rp = —im.
Les solutions sur R sont les fonctionsy définies par :
y(X) = Acos(nx) + Bsin(nx)
En dérivant, on obtient : y'(X) = ~Arnsin(nx) + Brcos(nx)
Les conditionsy(0) =0 et y'(0) =0 nousdonnent : 0=Aet0=B

Conformément au théoréme 7.5., on a bien une unique solution y = 0.
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Exemple 2 : résoudre sur R |e probleme::
y' + 72y =0 avec y(0) = 0 et y(1) = 0. (Ce ne sont pas des conditions de Cauchy)
Comme précédemment, les solutions (Sil y en a) sont delaforme:
y(X) = Acos(nx) + Bsin(nx)
La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 0 donne 0 = —A, donc A= 0.
Et il n'y aaucune contrainte sur la constante B, donc I'égquation admet une infinité de solution de la forme:

y(X) = Bsin(nx)

Exemple 3 : résoudre sur R |e probleme::
y' + 72y =0 avec y(0) = 0 et y(1) = 1. (Ce ne sont pas des conditions de Cauchy)
Comme précédemment, les solutions (Sil y en a) sont delaforme:
y(X) = Acos(nx) + Bsin(nx)
La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 1 donne -1 = A, d'ou une incompatibilité.

L'équation donnée avec les conditions proposées n‘admet donc pas de solution.

8. Complément 2 (Hors programme) : résolution des équations différentielles linéaires du 1% ordre a
coefficients variables sans second membre

Précisons clairement notre objectif :
Soit | unintervalle, a: 1 — R une application continue.
Nous voulons résoudre sur 1, I'équation différentielle (E) suivante:
(B) :y(¥) +aX)y(x)=0 (xel)
1. Existence de solutions
a. Soit Auneprimitivedea sur I. Vérifier quel'application :

fil->R

X > e A%

est une solution de (E) sur I.
b. Soit k € R. Montrer que les fonctions f = kf sont aussi des solutions de (E) sur 1.
2. Unicité des solutions (et plus précisément, les seules solutions de (E) sur | sont les fonctions f, ol k € R)

A(X)

Soit ¢ une solution quelconque de (E) sur I. On pose: z(X) = ¢(X) e pour tout X € I.

Démontrer que z est constante sur |. En déduire qu'il existe un réel k tel que ¢ = f.

Détail descalculs:
1. Lafonction f est dérivable sur | et, pour tout x € I, on a:
16 =-a(x) e "
a Ona: £ +aX)f) =-ax) e " i+ax) eA¥=0
Donc f est bien une solution de (E) sur 1.
b. Pourtoutx € 1, ona:
Tk () +a()fix) = kf* () + ax) k f(x) = k(7" () + a(x)f(x)) = 0

car f est une solution de (E) sur 1.
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Donc lesfonctions fy sont bien des solutions de (E) sur I.
2. Lafonction zest dérivable sur | (puisque ¢ I'est en tant que solution de (E)) et on a:
Z(¥) = ¢'(¥) ¥+ p()a(x) e = (¢'(x) + p(x)a(x)) €™ = 0 car ¢ est une solution de (E)
Donc z est constante sur |. Cda signifie qu'il existeun réd k tel que:
Z(x) = k pour tout X € |
Et comme z(X) = ¢(X) ™ | il existe un réd k tel que:

o(X) = ke A = f(x) pour tout x |

9. Complément 3 (Hors programme) : résolution des équations différentielles linéaires du 1% ordre a
coefficients variables avec second membre

Précisons clairement notre objectif :
Soient | unintervalleet a et b des applications continues de | dans R.
Nous voulons résoudre sur 1, I'équation différentielle (E) suivante:

(B) : y(¥) +a(¥)y(x) =b(x) (x 1)
Existence d'une solution particuliere

Soit p lafonction définie sur | par :

X
p(x) = e A J’ bt)e"Vdt olix e |
Xo

ona:  p9=-a) e | “bt)erOdt + & A0 b(x) &AW = _a(x) e AX | “b(t)e* Ot + b(x)
Xo Xo

D'ou: p'(X) + a(xX)p(x) = b(x)
Donc p est bien une solution particuliére de (E) sur I.
Recher che des solutions générales
On ales équivalences suivantes :

Soit f une solution de (E) sur |

() +a(x)f(x) =b(x) pourtout x € |
) +aX)f(x) =p'(x) +a(x)p(x) pour tout x € |
(f' =P)¥) +a()(f -p(x) =0
f—pestsolution de(Ey) : y'(X) + a(X)y(x) =0
Et d'aprés le paragraphe 8 : (f - p)(x) = ke A
f69 = ke )+ p(x)

) =ke M9+ e | “b(t)e Ot
Xo

J’ “bt)e" Ot + k
X0
JX) = T
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