LOIS DE PROBABILITES CONTINUES

Dans ce chapitre, on va sintéresser aux variables aléatoires X qui prennent leurs valeurs dans un intervalle.

1. Densité et loi de probabilité

1.1. Définition Densité de probabilité
Soit | unintervalle.

On appelle densité de probabilité sur | toute fonction f continue et positive sur | telle que:

Ilf(t)dtzl

lua

G

Remarques :

b
e Sil|=][a b], adorslaquantité notée _[lf(t)dt désigne simplement I f®)dt.
a

e S| est unintervalle non borné, par exemple [a, +oo[, aors la quantité notée‘[ f(t)dt désigne, lorsqudle
|
existe, lalimite suivante :
X
J' f(t)ydt=lim J' FO)dt
| X—>+0 J a
Définition analogue si | est du type ]—oo, b[.

e Enfin, s | = R, aorsla quantité notée‘[ f(t)dt désigne, lorsgu'dlles existent, la somme des deux limites
|

suivantes :
0 X
J'f(t)dt: lim J' F(t)ydt + lim J' F(b)at
| X—— o X X—>+o ¢ 0
Exemples:

1. Déerminer un réd o de fagon que la fonction f définie sur [0, 1] par f(X) = X + o Soit une densité de
probabilité sur [0, 1].

1
On cherche o tel que: I (x+o)dx=1
0
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1
2
{X—+ax} =1
2 0

2. Soit f unefonction constante sur un intervalle [a, b] (avec a < b). Quelle doit ére lavaleur de la constante f
pour qu'dle soit une densité ?

Notonsy cette constante.

I:faﬂﬁzl

I:ydtzl

y(b-a)=1
1

= b-a

3. Soit A un réel strictement positif. Démontrer que lafonction f définie sur R, par f(t) = Ae ™ est une densité

de probabilité sur R..
X X At %
Calculons: I f(t)dt=I ke“dt=?{——} =1-e™
0 0 A 0
Or,ona: lim (1-e™)=1
X—>+0

Lalimiteen +o de I Xf(t)dt existebienetona:
0

j&fmmzl

1.2. Définition Loi de probabilité
Soit | unintervalle et f une densité de probabilité sur I.

L'application P qui, atout sous-intervalle[a, b] del associe la quantité
b
P(a b)) = [ st
a

est appelée loi de probabilité sur I.

En effet, cette définition est Iégitime car on a: P()=1
Soit (I)n < v Une famille de sous-intervalles digointsde |, alors par linéarité de I'intégrale :
P(Hln} ZIlnf(t)dt= > P(1,)
neN neN neN

On retrouve bien les propriétés des probabilités.
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Illustration : P([a, b])

Remarques :
o Puisque[a, b] estinclusdans| et que f est positive sur I, on bien P([a, b]) < [0, 1].
e Laprobabilité d'un singleton (ou intervalle réduit a un point) est nulle. En effet :

P = [ Fat=0

On dit alors que { X} est un événement "quasi-impossible".

e Ladéinition séend a desintervalles non bornés lorsque lalimite de l'intégrale existe.

Casparticuliers:

e S festconstantesur [a, b] (égalea bi d'apres un calcul précédent), on dit que P est laloi uniforme.
-a

e Sifestdelaforme f(t) = e ™ sur R, avec A > 0, on dit que P est laloi exponentielle de paramétre .

2. Variables aléatoires continues. Loi uniforme, loi exponentielle

Sont dites continues les variables aléatoires qui prennent leurs valeurs dans un intervallel.

2.1. Définition Loi de probabilité d'une variable aléatoire
Soit P uneloi de probabilité sur un intervalle | de densité f.
On dit gu'une variable aléatoire X, a valeurs dans |, suit une loi de probabilité P lorsgue pour tout sous-

intervalle[a, b] del,ona:

b
P(a<X<b)=_[af(t)dt

Exemples:
e Casdelaloi uniformesur unintervale[a, b] :

B —
Pla <X <p)= abfladt:%

Ains, si X suit uneloi uniforme sur un intervalle |, alors la probabilité d'un sous-intervalle J est donnée par
laformule:

longueur deJ
longueur de |
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e Casd'uneloi exponentielle de paramétre A > 0 sur R,
X, A
P(Ossz):J' reMdt=1- e
0

Et par complémentarité : PX=>X)=1-PO<X<x) =e™

Exercices:

1. Danslajournée, un métro passe toutes les 6 minutes a la station n°14.
Soit X le temps d'attente d'une personne a cette station.
On suppose que X suit laloi uniforme sur [0 ; 6].
Quelle est la probabilité que cette personne attende entre 3 et 5 minutes ?

53 1

PB<X<5b)
6 3
2. On suppose que la durée de vie X d'une voiture suit une loi exponentielle de paramétre 0,1.

a. Calculer laprobabilité qu'une voiture dépasse 10 ans de durée de vie:
10
P(X>10)=1-P(X<10)=1- J' 0164 gt = 1
0 e

b. On sait qu'une voiture adurédga 10 ans.
Quelle est la probabilité qu'elle dépasse 12 ans de durée de vie ?

P(X>12) e

P(X > 12 | X > 10) = Py 10(X > 12) = = =e%2~0,82
( | ) = Pix>10( ) P(X>10)  of

c. Comparer lerésultat précédent avec la probabilité que la durée de vie de la voiture dépasse deux ans :
2
PX>2)=1-P(X<2)=1- J’ 0,16 gt = e°? ~ 0,82
0

On constate que la probabilité que la voiture dure deux ans de plus ne dépend pas de son age.
On dit que X est uneloi de durée de vie sans vieillissement.

Une éude plus systématique de ce phénomene sera faite au paragraphe suivant.

2.2. Définition Fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire, a valeurs dans un intervalle | de laforme[a, b] (ou de la forme [a, +oo[), qui suit
une loi de probabilité P.
On appelle fonction de répartition de X, lafonction F définie pour tout réel x de | par :
F(X) =P(X < x)

On adonc pour tout x del : F(x) = I " f(t)dt
a

Ce qui justifie la notation puisqu'il apparait alors que F est la primitive de la densité f qui Sannuleen a:

F=f
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De plus, on ales propriétés suivantes :

o Festcroissantesur [a, X] (puisque sadérivée f, qui est une densité, est positive sur 1)
e F(@=0

e F(b)=1(sl=[ab]) ou Xlirﬂo FX)=1 (3| =[a, +[)

e PX>x)=1-F(x) ;

e P(a<X<p)=F(p)-Fa)

Exemple : dansle cas d'une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parameétre A, on a:

F)=1- e™

3. Loi de durée de vie sans vieillissement

3.1. Définition
Soit T la variable aléatoire correspondant ala durée de vie d'un individu ou d'un objet.

On dit que T suit laloi de durée de vie sans vieillissement lorsque la probabilité que I'individu (ou I'objet) soit

vivant (ou fonctionne) a l'instant t + h sachant qu'il est vivant (ou qu'il fonctionne) a I'instant t ne dépend pas
deson &get :

Pasoy(T=t+h)=P(T = h)

Remargue : la loi de durée de vie sans viellissement sapplique-t-elle aux humains ? Non, ce n'est pas un
modele pertinent a long terme. En effet, un bébé a la naissance peut raisonnablement espérer vivre plusieurs
dizaines d'années alors qu'on ne peut en dire autant d'un vieillard. Le modéle semble plus proche de la réalité
lorsgue h est petit. Par exemple la probabilité de vivre encore une minute semble comparable indépendamment

del'age. Mais cette loi sapplique plutdt a des composants éectroniques par exemple.

3.2. Propriété
Une variable aéatoire T suit la loi de durée de vie sans vidllisssment s seulement s dle suit une loi

exponentielle.

Démonstration :
Supposons que T suive une loi exponentielle de paramétre . € R’ :

Par définition d'une probahilité conditionnélle, on a:

(T>t+h)= (= L}h);)(T >1)

Or, I'événement (T = t + h) est inclus dans I'événement (T > t) donc:

P(T >t)

P(T=t+h) A (T=>1)=P(T>t+h)=e*tM

Par ailleurs: PT=>t)=e™
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o M(t+h)

D'oli: Proy(T>t+h)==———=¢e""=P(T>h)
e

Réciproquement, soit T une variable aléatoire suivant une loi de durée de vie sans vieillissement.
Alors pour tout réel t de R, et tout rédl hde R, :
Paso(T=t+h)=P(T > h)
P(T=t+h)=P(T>h)P(T=>1)
Soit F lafonction de répartition de la variable aléatoire T. Notons ¢ lafonction définie sur R, par :
o) =1-FO)=1-P(T<t)=P(T>t)=P(T = 1)
CommeF est dérivablesur R., ¢ I'est aussi et on a:
9(0)=1-F0) =1 et ot+h)=0(h) e)
Autrement dit, ¢ vaut 1 en O et transforme |es sommes en produits.
On en déduit (voir théoréme 3.1 dans la legon sur les équations différentielles du type y' = ky et la fonction
exponentielle) qu'il existe un réd a tel que pour tout réd t de R, :
() = %

Mais comme ¢ est en fait une probabilité, on a pour tout t de R, :

o) <1

et<1

at<0

a<o
Posons A = —a € R.,. Si a éait nul on aurait, pour tout réel t de R, :

o()=1

PT>1t)=1

Ce qui signifierait que notreindividu est éernel, hypothése que I'on peut |égitimement regjeter.

Doncon abien: LreR:
D'ou, pour tout réd t de R, : o) = e

1-F)=e™

Et en dérivant : —f(t) = -re™
fO =ne™

Lavariable aléatoire T suit donc une loi exponentielle de paramétre .
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4. Loi de désintégration radioactive

Nous avons dga vu (voir les exercices sur les équations différentielles) que dans un corps radioactif, le nombre
moyen de noyaux d'atomes qui se désintégrent pendant un intervalle de temps At est proportionnel au produit
de At et du nombre N(t) de noyaux présents & I'instant t. Il existe donc une constante A strictement positive!? |
indépendante du tempst telle que :

AN(t) = -\ N(t) At
Lorsgu'on a affaire a un tres grand nombre de noyaux atomiques (ce qui est le cas en pratique) on assimile la
fonction t > N(t) a une fonction continue et dérivable. En faisant tendre I'intervalle d'observation At vers 0, la
relation ci-dessus sécrit :

dN(t) = -1 N(t) dt

N _

5 =& N(t)
Ce que, nous autres mathémati ciens notons encore :
N'(t) = =1 N(t)
On en déduit laloi de désintégration radioactive :
N(t) = Noe ™

Nous proposons maintenant de retrouver cette loi par une autre approche.
En effet, sdlon les physiciens la durée de vie T d'un noyau radioactif suit une loi de durée de vie sans
viellissement, autrement dit, une loi exponentielle. Considérons I'expérience & : "on examine un noyau a
I'instant t". Notons S I'événement "ce noyau n'est pas désintégré”. D'apres la loi exponentiélle, il existe un réd
A strictement positif tel que:

P =PT=>t)=e™
Supposons que I'on ait au départ (t = 0), dans notre corps radioactif, Ny noyaux. Notons X; la variable aléatoire
égale au nombre de noyaux non désintégrés a l'instant t. Comme chaque noyau se désintegre indépendamment
des autres, on peut affirmer que X; suit une loi binomiale de paramétresn= Ny et p=P(9 = e ™.
Le nombre moyen N(t) de noyaux présents al'instant t est donc donné par |'espérance de X; :

N = E(X) = np = Noe™

5. Espérance d'une variable aléatoire continue

5.1. Définition Espérance d'une variable aléatoire continue

Soit X une variable aléatoire continue prenant ses valeurs dansun intervallel.

On appelle espérance de X la quantité :
ﬂmzﬁumm

(Sousréserve dexistence lorsque | n'est pas borné)

@ La constante ). est appel ée "constante radioactive du noyau"
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Exemples:
1. Casd'unevariable aéatoire X suivant uneloi uniformesur | = [a, b] :

b
b 2
[E(X):.[ Ldt:i v :M

ab-a b-a| 2 A 2

Rien de bien surprenant dans ce résultat, on obtient la moyenne arithmétique dea et b.
2. Casd'unevariable aléatoire X suivant uneloi exponentielle de paramétre X > 0 sur R..

Calculonstout d'abord I'intégrale suivante :

I Oxtxe*M dt =2 I Oxte*M d

On pose : ut)=t et vi(ty= e™

—At

Ainsi ; wo=1avm:—%7

Une intégration par parties donne:

X X 1 _ —AX X
k‘[ te M ot = [—te’“ ] L I eMdt=-xe*- = [e’“ ] e -e+l
0 0 0 A 0 A

Puis, on étudie lalimite lorsque x tend vers +o0. On sait que :

lim —xe™ =0 (car lim Xe*=0et1>0)

X—>+00 X —>+00
Et: lim e™=0
X—>+00
1
D'ou : E(X) = =
X) .

6. Liens entre le discret et le continu

DISCRET CONTINU

Univers X(Q2) Intervallel

Evénement E : partie de X(Q2)

Evénement J : sous-intervalledel (ou partie
engendrée par des intervalle)®

Probabilités p; des événements élémentaires

Ya-s

Densité de probabilité f

Ilf(t)dtzl

Espérance d'une variable al éatoire discréte X

EX) = %P

Espérance d'une variable aléatoire continue X

E(X) = J' YO

@

On ne peut pas considérer que chaque partie de | est un événement car on aurait une structure bien trop lourde qui nous empécherait de

calculer les probabilités. En pratique, on considére que les événéments sont les parties de | engendrées par lesintervalles (tribu des Boréliens)
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