BARYCENTRE DANS L'ESPACE - DROITES ET PLANS DE L'ESPACE - SYSTEMES

Les résultats établis ci-dessous sont val ables aussi bien en géométrie plane qu'en géométrie dans |'espace. Auss,
nous ne préciserons pas s les points considérés appartiennent au plan ou a l'espace (sauf lorsgue nous

passerons aux coordonnées).

1. Barycentre de n points pondérés

1.1. Théoréme Existence et unicité du barycentre

n
Soit (A,0) 1<j<n UN Systéme de points pondére&sdemassetotalem=Z:oci :
i=1

n — -
S m= 0 aorsil existe un unique point G tel que Zai GA=0

i=1

Démonstration :

n RN Lelecteur peu habitué a
D'apréslardation de Chasles: Z(li GA =20Li( J manipuler le symbole de
' ' sommation X pourra, en
n N N n N n N premiére lecture, retranscrire
Changeons I'ordre des termes:: z of (GA&+ A&AJ = z o; GA + z o; AA cette démonstration en
i=1 i=1

i=1 explicitant chaque somme.

> — n — —
Posons u = Zai AA e factorisons Zai GA, par GA (qui est indépendant del'indicei) :
i=1 i=1

Zn:ai (;A&“LG:ai A;)AX :(Zn:aiJ(;&“La
i=1 i=1 i=1

n — - >
D'ou finalement, Zai GA =mGA +u
i=1

Nous avons donc I'équival ence des deux conditions suivantes :

noo5 -
Z(xiGAzo & AG=_ (puisquem=0)
i=1
- G o n - - d -
Posonsv=a;a|n3|: 0,GA=0 & AG=v

i=1

- — -
Or, nous savons qu'éant donné un point A; et un vecteur v , il existe un unique point Gtel que AG = v.

n —> -
Doncil existe un unique point G tel que Zai GA=0.

i=1
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1.2. Définition Barycentre

n - N n
Lepoint G te queZ:oci GA =0 (avet:Z:oci # 0) sappellele barycentre du systéme( A, o) 1<j<n-
i=1 i=1

Notations commodes : G = bar Al | | A ou G = bar{ (A1, o), (Ag, a2), ..., (A, o)}
O | Oy | ... | Oy
Cas particulier : lorsque oy = 0 = ... = a, le point G est appel é isobarycentre (ou centre de gravité) du systéme

(Ahai)lsisn-

Cette somme est appelée "fonction

n -
1.3. Réduction de la somme Zai MA; vectoridle de Lebniz"

i=1

Soit M un point quelcongue (du plan ou de I'espace)

1% cas: m= 0: soit G le barycentre du systéme (A, ;) 1<j<p - (G existecar m= 0)

Zn:ai I\ZA‘ = Zn:a{l\TG+(g&J= (Zn:aiJ I\TG+ Zn:ai (.;01 = (Zn:aiJ I\TG car Zn:ai (.;01 =T))
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n - -
D o MA =mMG
i=1

2
>

2°™ cas: m=0: dans ce cas le barycentre G n'existe pas. Cependant, on a, pour tout point N :

Zn:ai M_')As = Zn:ai('\;')\” N_A)J: (i%} '\;’)\I”L Zn:ai N_A) = Zn:ai N_A) puisque( ” ai} =0
i-1 i-1 i-1 i-1 i-1 1

n —
Zai MA, est constant (C'est-a-dire indépendant de M)
i=1

2
g

Les résultats précédents sont remarquables dans le sens ou ils permettent de réduire une somme de n vecteurs a
un seul vecteur, ce qui facilite, par exemple, la recherche de lieux géométriques comme l'illustre I'exercice
suivant.

Exercice (Type BAC)

ABCD est un carré. Déerminer les lieux géométriques suivants :

- - - - E
1) E={Mtesque|2 MA- MB + MC]| =] AB|} <
- - - - - - E"
2)E' ={Mtesque2 MA- MB + MC e MA+2 MB — MC soient colinéaires} A B
- - - - - -
3) E"={Mtdsque|2 MA- MB + MC]| =] MA+2MB - MC|[}
G/ o]
E
D C
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Solution :

- - —

1) Ona: 2MA-MB + MC= 2MG ou G=bhar{(A 2), (B, -1), (C, 1)}
e T
Déerminons ce point G : 2GA-GB + GC=0
- o5 -
2GA= AB- AC
AG = —(AC AB) = > BC

Lepoint G est donc le milieu du segment [AD].
Déerminons I'ensemble E. On ales équivalences suivantes
- > — 1
2 MA- MB + MC||_||AB|| = ||2MG||_ ||AB|| & MG= = 2

Conclusion : E est le cercle de centre G (milieu de [AD]) et de diamétre AB = AD

- - > -
2) Nousavons: MA+2MB — MC =2MG' ou G' = bar{(A, 1), (B, 2), (C, -1)}
- - -
Déerminons ce point G' : GA+2GB-GC=0

- > -
2G'A= AC-2AB

- > A
AG'=AB—EAC:AB+ECA

Notons O le centre de ABCD.

> 5 5 o
Onaains : AG'= AB+ OA= OB

Déerminons I'ensemble E'. On a les équivalences suivantes :

- > — — - > — -
2MA-MB + MC & MA+2MB - MC sont colinéaires< 2 MG & 2MG' colinéaires< M € (GG')

Conclusion : E' est ladroite (GG')

3) On ales équivalences suivantes ;

- > - - -
|2 MA— MB + MC|| =] MA+2MB — MC||<:>2MG 2MG' < MG = MG'

E" est donc la médiatrice du segment [GG'].

1.4. Propriétés du barycentre

a) Homogénéité
Le barycentre reste inchangé si 1'on remplace les coefficients par des coefficients proportionnels non nuls.

Démonstration : Si k= 0, on ales équivalences suivantes :

ZOLGA O@kZaGA O@ZkaGA

i=1 i=1
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b) Associativité
On ne change pas | e barycentre de plusieurs points en remplacant certains d'entre eux par leur barycentre

affecté de la somme (non nulle) des coefficients correspondants.

Exemple: G=bar{ (A, 1), (B, 2), (C,3) } =bar{ (G, 3), (C,3) } ou G’ =bar{ (A 1), (B, 2) }
Et finalement, on sapercoit que G est le milieu de [G'C].

Démonstration :

ATA - [A

oy [0y | |

ATA - TA

Olq (05) (lp

Soient G = bar et G'=bar (ol p<n).

n

n P
Notons m= o e&m= o; . On adonc, pour tout point M du plan :
I I
i=1 i=1

n — - P — -
D o MA =mMG et ) a; MA =m MG’
i=1 i=1

- n - - G'
Montrons que m GG’ + Zai GA =0 :(OnendéduiraqueG = bar - Foa A )

i=p+l m Opi1

R

Zn:ai'\ﬁzzp:ai'\zzﬁL Zn:ai'\zzs
i-1 i-1

i=p+1
— - n —
MMG=mMG' + > o; MA
i=p+1
- —> n —
Pour M = G, il vient : 0=mGG + ) a;GA C.QF.D.
i=p+1
Application :
e A|B|C|D| .
ABCD est un tétraedre et G = bar . Situer G.
1111 |4
D
. . A B|C .
Introduisons le point H = bar R (H est I'isobarycentre de A, B et C)
G
H|D A B
D'aprés |'associativité, on a G = bar 34
— e - > - 3 >
Doncona:3GH+4GD=0 ;7GD+3DH= 0 dou DG= Z DH
c

Conclusion : G est situé sur lamédiane issue de D aux 3 septiémes de celle-ci en partant de D.

Note : lerésultat ci-dessus reste valable méme s A, B, C et D sont quatre points quelconques du plan.
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c¢) Coordonnées

n —
Lorsque nous avons réduit la somme z o; MA au paragraphe 1.3., nous avons obtenu :

i=1
n — —
D o MA =mMG
i=1
Cerésultat étant valable pour tout point M de I'espace.
i

Considérons un repére (O ;i, J,k ) et placons M en O. Larelation devient :

n -
no - — — Zai OA
D ;04 =mOG soit 0G==L—— (%)
‘ m
i=1

Pour tout i tel que 1 < i < n, notons (X ; Vi ; z) les coordonnées du point A;.

Notons également (X ; Y ; Zs) les coordonnées de G.

n
zaixi
_i=1
Xs m
n
zaiyi
Larelation () est interprétable en termes de coordonnées: 1 g =ElT
n
zaizi
_i=1
% m

Latroisiéme coordonnée éant nulle (ou absente) si I'on travaille dans e plan (xOy).
Retenons cefait :

les coordonnées du barycentre G sont |es moyennes pondérées des coordonnées des points du systeme.

d) Affixe du barycentre (dans e plan complexe C)

Notons z; I'affixe de G e, pour tout i tel quel < i < n, z I'affixe du point A;.
n
0%
l .

En interprétant larelation () en termes d'affixes, on obtient : zg = ==L
m

L'affixe du barycentre G est la moyenne pondérée des affixes des points du systéme.
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2. Lien entre le barycentre et les droites, les segments et les plans

Rappel ons un théoréme fondamental :

2.1. Théoréme

Soient A et B deux points distincts. On considére le systeme { (A, o), (B, B)} avec o + p = 0.
1. Lebarycentre G de{(A, o), (B, B)} est situé sur ladroite (AB)

2. Ladroite (AB) est I'ensemble des barycentres du systeéme { (A, ), (B, B)}

Démonstration :

1. Soit G=bhar{(A, o), (B, B)}. On vérifie que G est situé sur (AB) :

o — - -

Par définition, on a: aGA+BGB=10

. — B =

D'ou: AG = AB
oa+p

- >
Lesvecteurs AG et AB sont colinéaires, donc G est situé sur la droite (AB).

2. Soit M un point quelconque de la droite (AB). Montrons que M est un certain barycentre de A et B.
— — o o i — — .
Lesvecteurs AM et AB sont colinéaires, doncil existeun réel A tel que: AM = AB, dou:
— - o
1-A)AM+ABM= 0

Conclusion: M =bar{(A,1-2),(B,A)}. (Car 1 -1+ L = 0)

Ce théoréme sétend, dans |'espace, a trois points non alignés :

2.2. Théoréme

Soient A, B et C trois points non alignés (et afortiori distincts deux a deux).

On considéerele systeme { (A, o), (B, B), (C, )} avec o + B + v = 0.

1. Lebarycentre G de{(A, o), (B, B), (C, v} et situé dansle plan (ABC)

2. Leplan (ABC) et I'ensemble des barycentres du systéme { (A, o), (B, B), (C, )}

Démonstration :

1. Soit G=bhar{(A, o), (B, B), (C, y)}. On vé&rifie que G est situé dans (ABC) :

— —> — — .
D'apres 1.3. : oa MA+BMB +yMC=mMG (cum=a+f+7)
o — B =2 v =
En choisissant M en A, on a: AG = — AB + — AC (m=0)
m m

- o — ) - o o
Lesvecteurs AG, AB et AC sont coplanaires, donc G est dans le plan (A, AB, AC) c'est-a-dire (ABC).
2. Soit M un point quelconque du plan (ABC). Montrons que M est un certain barycentrede A, B et C.

- - —

Lesvecteurs AM , AB et AC sont coplanaires, donc il existe deux réds i et p telsque:
— — —
AM =) AB+ pn AC

— — —> — —
D'ol : AM =L AM + X MB +u AM +p MC
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— — - >

@A@-2-uAM +ABM+uCM =0

Conclusion : M =bar{ (A, 1 -1 — ), (B, 1), (C, w)}
(carl-A—pu+A+u=1et1=0)

Et pour terminer, donnons le théoréeme suivant :

2.3. Théoréme

Soient A et B deux points distincts. On considére le systeme { (A, o), (B, B)} avec o + p = 0.
S a et pontlemémesigne, aors:

1. Lebarycentre G de{(A, o), (B, B)} est situé sur le segment [AB].

2. Lesegment [AB] est I'ensemble des barycentres du sysseme { (A, o), (B, B)}

Démonstration :

Supposons que o, # 0. Les relations suivantes sont équivalentes: Sa=0dorsG=B,

G est le barycentre de (A, o) et (B, B) donc G € [AB].

Par homogénéité : B
G est le barycentre de (A, 1) et (B,—)
(04
ac+PBs-T0
+ = =
o I
e A G B
AG = = GB
(04
%

%
Si o et B sont du méme signe, alors B >0, donc AG et GB sont demémesens: G < [AB].
(04
p

— —
Si o et B sont de signes opposés, alors — < 0, donc AG et GB sont de sens opposés: G ¢ [AB].
(04

3. Représentation paramétrique d'une droite (ainsi que d'une demi-droite ou d'un segment)

3.1. Rappd
L . ) — N
Soit u un vecteur non nul e A un point. L'ensemble des points M telsque AM =tu (t € R) est une droite.

- -
C'est ladroite passant par A et dirigée par u . (On lanote parfoisD(A; u))

D(A; U)

N
Il est important de noter que lorsque le paramétre t décrit R, le point M décrit ladroite D(A ; u ).

a
Notons (Xo; Yo ; Z) les coordonnées de A, |b celesde G et (x;y; 2 cdlesde M.
c
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N X=X, =at X =at + X,

5
Lardation AM =tu sécritalors: {y—y, =bt ouencore Jy="Dbt+y,.
z—zy=ct z=ct+z

Ce dernier systéme sappelle représentation paramétrique de la droite D(A ; G ).

Exemple:
Xx=2t+1
Ladroite dont une représentation paramétriqueest <y =—t +2 est ladroite passant par lepoint A(1; 2 -1) et
z=-1
2
. -
de vecteur directeur u |-1.
0

D(A; U)

3.2. Cas des demi-droites et des segments::

On se donne une droite D(A ; G ). c

RN

X X —> - . —>
Soient B le point tel que AB= u et Clepointte que AC=-u.

Pour caractériser la demi-droite [AB), on limite les valeurs du paramétret al'intervalle [0 ; +oo[.
Pour caractériser la demi-droite [AC), on limite les valeurs du paramétret al'intervalle - ; 0.

Pour caractériser le ssgment [AB], on limite les valeurs du paramétret al'intervalle [0 ; 1].

3.3. Cas d'une droite définie par I'intersection de deux plans (ou par un systéme de deux équations linéaires)

On considére deux plans sécants P et Q d'équations cartésiennes respectives :
ax+by+cz+d=0
ax+by+cz+d=0

Troiscasdefigure:

P P=Q
D
Q
P et Q sont sécants suivant P et Q sont strictement P et Q sont confondus
ladroite D paraldes

P et Q sont paralldles
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Lorsque les deux plans sont sécants, on peut alors récupérer le systéme de représentation paramétrique de la

droite d'intersection en utilisant une des trois coordonnées comme parameétre et en résolvant le systéme.

Exemple
On donne les équations cartésiennes de deux plans:

P:x—4y+7=0
Q:x+2y-z+1=0
1. Montrer que ces plans sont sécants. On note d leur droite d'intersection.

2. Déerminer un vecteur directeur ded.
- - - o s g
Un vecteur normal aPest n (1;—4; 0). Unvecteur normal n'aQest n’ (1; 2; —1). Etudionsla colinéarité de

ces deux vecteurs : existe-t-il un réel k tel que H =k ?1) ? Laréponse est clairement non. (Il faudrait que k soit
solution destroiséquations1=kx 1;2=kx (-4) et-1=kx0...)
Lesplans P et Q sont donc sécants.
Un point M(x ; y ; z) appartient aladroited s et seulement s ses coordonnées sont solutions du systéme :
{ X-4y+7=0
X+2y-z+1=0
Posonsy =t, il vientalorsx=4t—7etz=4t-7+2t+ 1=6t - 6.

D'ou une représentation paramétriquede d :

X=4-7
y=t
Zz=6t-6

5
Soit A le point de coordonnées (-7 ; 0 ; —6) et u le vecteur de coordonnées(4; 1; 6) .
Lepoint A est un point deledroited (obtenu lorsque t = 0)

Le systéme ci-dessus sécrit encore :

il -
AM =tu
. -
Un vecteur directeur ded estdonc u (4; 1; 6)
3.4. Intersection d'une droite et d'un plan
On sedonneici un plan P d'équation : ax+by+cz+d=0
X=ot+ X,
Et une droite D représentée par : y=Bt+y,, teR
Z=yt+ 2,
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Trois casdefigure:

A P

=]
D

D et P sont sécantsen A D est strictement paradldleaP D estincluse dans P

D et P sont paralldles

- -
On suppose que le vecteur normal n (a; b ; ) au plan P et le vecteur directeur u (o ; B ; v) deladroite D sont
non orthogonaux, ains P et D sont sécants en un point A.

On recherche les coordonnées de A en résolvant I'équation suivante, d'inconnuet :

a(at + xo) + b(Bt + yo) + c(yt + 20) +d=0
(aa+bp+cyt+axg+byy+cz+d=0

N
Comme a suppose n &t

5
u non orthogonaux, on aaa + b + ¢y = 0 et I'équation admet bien unique solution :

__ax0+by0+czo+d
ao. + bp + cy
En remplagant dans e systéme de représentation paramétrique de D, on trouve les coordonnées de A.

Exemple:
On donne: P:2x-z=0

x=t-1

D:qy=-3
z=2

- -

Le vecteur normal n (2 ; 0; —1) au plan P et le vecteur directeur u (1 ; -3 ; 0) de la droite D sont bien non
- - .
orthogonaux car n. u=2x1+0x (=3) + (-1) x 0= 2, cequi est non nul. On résout :

2t-1)-2=0

t=2
D'ou les coordonnées du point d'intersection A: A(1l; -6; 2)

3.5. Intersection (éventuelle) de deux droites de |'espace

On donne deux droites D et D' de I'espace représentée paramétriquement par

x=at+x1 X=0Lt'+X2 Un bon réflexe : ne pas utiliser
D:{y=bt+y,,teR e D':{y=pt'+y,,t'eR leméme paramétre t pour les
zZ=cCt+2z Z=y'+2z deux droites!
= 4 — :
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Quatre casdefigure :

D et D' sont sécantes D et D' sont strictement D et D' sont confondues
paralldes

/" |

D et D' sont non

coplanaires
D et D' sont coplanaires

L'éude de I'intersection des droites se fait en éudiant le systéme (d'inconnuest et t') suivant :
at+x =at’+X

bt+y, =pt'+vy,
ct+z =yt'+2z

Exemple:
OndonneA(1;-1;0),B(0;-1;1),C3;-2;0e&D(2;-3;3)
Etudier I'intersection des droites (AB) et (CD).

Ladroite (AB) est représentée paramétriquement par :

X=-t+1
y=-1 ,teR
z=t

Ladroite (CD) est représentée paramétriquement par :
Xx=-t'+3
y=—t'-2,teR
z=3t
-t+1=—t'+3
On résout le systeme : -1=-t'-2
t=3t
La deuxieme équation donnet' = —1, puislatroiséme donnet = -3.
Ces deux valeurs sont compatibles avec la premiére équation.
Nous pouvons donc affirmer deux choses:
1) Le systéme a une solution, donc les droites ont une intersection non vide, elles sont coplanaires.
2) Le systéme admet une unique solution qui est le couple (t, t') = (-3, —1) donc les droites sont sécantes en un
point A.
En remplagant, on trouve les coordonnées du point A ;
A4;-1;-3)
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Dans les différentes configurations ci-dessus, nous avons étés confrontés a des systémes linéaires.

Consacrons un paragraphe a ceux-ci.

4. Systemes linéaires

4.1. D€finition générales

4.1.1. Définition
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

On appelle systéme d'équations linéaires de n équations & p iNCONNUES Xq, Xy, ... , X, e systéme:

QX + By XpF.. A8 X = b,

9 ol a; etb; sontdesrédspour tousi=1,...,netj=1,...,p.

An1 Xy + Xt A Xy = by,

Vocabulaire::

<

o lorsquen=p, le systéme (S est dit "carré
e unesolution de (S) est un p-uplet (X1, X, ... , X) Vérifiant les n équations de (S). Résoudre un systéme, c'est
trouver tous les p-uplets solutions.

A

3

o lorsque tous les coefficients situés sous la diagonale sont nuls, le systéme est dit

333

"triangulaires supérieur”.

4.1.2. Définition :
Deux systémes d'équations linéaires () et (S) sont dits éguivalents lorsqu'ils ont e méme ensemble de

solutions.

Notons ici, que la résolution d'un systéme par la méhode des combinaisons linéaires (employée depuis le
collége) est, certes parfois rapide, mais ne fonctionnant pas systémati quement par équivalence. C'est pourquiai il
est indispensable, lorsqu'on utilise cette méthode de vérifier les solutions.

Exemple ot I'on transforme un systéme en un systéme non équivalent :

Xx-y=0 Ly
On considére le systéme suivant : (9<y-z=1 L,
z-x=0 Ly

\ . . Le probléme ci-contre, provient
Formons un nouveau systéme (S) avec |les combinaisons suivantes : _ _
du fait que I'on effectuetrois

L« Li+L; Lo« Lo—Ls & L3 < Lz+Ly: opérations simultanément sur le
X—7=1 systéme.
(S) z-y=0
X+y-2z=1

On remarque alors que letriplet (1 ; 0 ; 0) est solution de (S) mais pas de (S). Ces systémes ne sont donc pas

équivalents.
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4.2. Opérations @ émentaires sur leslignes

NotonsLy, Ly, ..., Ly lesnlignes d'un systeme (S).

4.2.1. Définition

On appelle opérations éémentaires sur les lignes | es opérations suivantes :

1. Echangededeux lignes: L <> L
2. Multiplication d'uneligneparunréd o= 0: L < al;
3. Addition auneligne d'un multipled'uneautreligne: L « L+ AL (A € R)

Les autres lignes non concernées doivent étre réécrites dans e systéme sans modification.

4.2.2. Théoreme
Soit (S un systéme d'équations linéaires.
Le systéme (S) obtenu en effectuant des opérations élémentaires sur (S) est équivalent a ().

Démongtration :

e OpérationL; <> L;: évident

o OpérationL; « al; : soit (S) le systéme obtenu en multipliant L; par o = 0.
Soit (sy, ... , S) un p-uplet solution de (S) (sil y en &).
On adonc, en particulier : 1S+ @S+ ... +apH=b (L)
Et en multipliant par o : (0d1)s1 + (a@i2)S + ... + (adip)S, = ob;
Donc (sy, ... , S) est solution de (S).
Réciproquement, si (s, ... , S,) est solution de (S), on aen particulier :

(0@1)s + (@2 + .. + (0dip)S = aby

Et puisque o, 0 : Q1S+ oS + .+ ApSH =Dy
Donc (sy, ... , ) est solution de (S).

e OpérationL; < Li + AL : soit (S) le systéme obtenu en gjoutant AL; L.
Soit (sy, ... , S) un p-uplet solution de (S) (sil y en &).

{&1sl+&zsz+---+% ,=h (L)

On adonc, en particulier :

Et en formant L + AL;: (a1 + A&1)Sy + (8i2 + A8j2)S, + ... + (8p + A&yp)S = by + Aby
Donc (sy, ... , S) est solution de (S).
Réciproquement, si (sy, ... , S) est solution de (S), on aen particulier :
(&1 + Ag2)s1 + (G2 + Agj2)S, + ... + (&ip + Adyp)S, = by + Al
(@181 + @i2S2 + .. + BpSp) + MA)1S + S+ 43Sy ) = b + Aby

b;

81S1 + 8% + ... + ApSH = by
Donc (sy, ... , ) est solution de (S).
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Exemple : reprenons | e systéme précédent qui avait éé traité par une méthode incorrecte :
X-y=0 Ly
On considére le systéme:: (9¢ y-z=1 L,
-X+z=0 Ls
Effectuons I'opération € émentaire : Ly « Ls+Ly
On obtient un nouveau systeme (S) équivalent :
X-y=0
(S) ¢ y-z=1
-y+z=0
En observant les deux derniéres lignes de ce systéme, on constate qu'il n'existe pasderédsy et zqui vérifient

les conditionsy —z= 1 et -y + z= 0. |l n'y adonc pas de solution au systéme (S), ni au systeme (S).

4.3. Méhode du pivot de Gauss

Elle a pour but de transformer un systeme (S en un systeme (S) équivalent (en utilisant les opérations

éémentaires sur leslignes) et triangulaire supérieur.

2X-y+z=7 Ly
Dans ce qui suit, on considére le systeme (S) { x+2y—-z=6 L,
-X+y+2z=11 Ls

EXPOSE DE LA METHODE EXEMPLE DE MISE EN (BUVRE
1. On placeen L; uneligne dont le coefficient est non nul. L & L
(Ce coefficient est appelé"le pivat"). x+ 2y-z=6 L
Consell : chaisir, si possible un pivot égal & + 1. 2X—y+z=7 L,

-X+y+2z=11 Ly

2. On dimine la premiére inconnue dans L,, Lj, ... , L, par
I'opération éémentaire: L, « Lj+AL; (A=— % Ly <« Lo-2L; ; Ls < Ls3+Ly
11
o _ _ o X+2y—-z=6 Ly
3. On choisit parmi Ly, ... L, une ligne ou le coefficient de Oy+3z=—5 L,
I'ilnconnue suivante est non nul et I'on utilise ce coefficient 0+3y+2z=17 Lg

comime nouveau inOt. 3
L3 < L3 + g L2

4. On recommence |'éape 2 a la ligne adéquate jusqu'a obtenir un

X+2y—z2=6 L
systéme triangul aire supérieur. y 1
-5y+3z=-5 L,
14
€z=14 Ls

Les solutions du systemes sobtiennent par résolution d'équations de 725 y=4: x=3

proche en proche.

Notre systeéme (S) admet un unique triplet solution : S={(3; 4; 5)}
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Note : on peut ére amenés a permuter des colonnes (ou des inconnues) afin de se ramener a des pivots plus

smples.

Exercices : résoudre |es systémes suivants :

X+2y+3z=14
4x+5y +6z=32 (Réponse: S={(1;2;3)})
7x+8y+10z =53

X+y+z+t=4
2X—y+z+2t=4
X-2y+5z-2t=4
X+y+2z=4

(Réponse: S={(1;1;1;1})

4.4. Nombre de solution d'un systéme d'équations linéaires

4.4.1. Théoreme:
Un systéme (S) d'équations linéaires admet soit aucune solution, soit une unique solution, soit une infinité de

solutions.

Vocabulaire : un systéme (S) admettant une unique solution est dit de"Cramer”

Exemple:
X+y=1 L
Résoudre : y !
2x+ay=b L,
Effectuons L, < L, — 2L;. On obtient xty=1 b
uonslL, < L, — 2L;. On obtient :
2 2 ! @a-2y=b-2 L,

1. Sia=#2, dorsy sedéermine de maniére unique :

y_b-2

a-2
D'ol: x=1—y=a;b
a-2

Le systéme admet alors un unique couple solution :

-5

2. S a=2,dorsona: Oxy=b-2
Distinguons deux sous-cas :
a) Sib=2 adorsl'égaité0xy=b-2est impossible. Le systéme n'a pas de solutions.
b) Sib=2, adorsl'égalité 0 x y=b — 2 est réalisée quelque soit lavaleur dey.
Le systéme admet alors une infinité de solutions :

S={(1-y;y)ouye R}
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Démonstration du théoréme 4.4.1. :

QX + X+ A8 X = b,

a
Notons (S ol a; etb; sontdesrédspour tousi=1,...,netj=1,..,p.

An1 Xy + Xt A3 Xy = by,
Nous avons dga vu dans les exemples, qu'il existe des systémes sans solution, d'autres avec une unique solution
et d'autres avec une infinité de solutions. |l sagit de montrer qu'il n'y a pas d'autres cas possibles.
Nous allons donc montrer que si le systeme (S) admet deux solutions distinctes alorsil en admet une infinité.
Soient (Xq, Xz, ... , Xp) €t (Y1, Yo, .. , Yp) deux p-uplets distincts solutions de de (S

QX + X+ A8 X = b, Yy Ayt FapYp = b,

On adonc [ et [

B Xq + BnpXp+.. A8y X = by B Y1+ @Yot +anp Y, = by
Par soustraction, on se raméene a un systeme homogene ;
Considérons les p-uplets (zi, 2, ... , Z,) définispar : Z.=tx+ (1 - )y (1 < k < p) pour tout t € ]0; 1.
(Remarquons que comme les les p-uplets (X1, Xz, ... , Xp) € (Y1, Y2, ... , Yp) SOnt distincts, il existe au moins un
indice k tel que X # Y«. Le réel z, défini par z = txc + (1 — t)yx est alors bien distinct de X et yix quel que soit
t €]0; 1[. En effet z. = X entraine (1 — t)x = (1 — t)yx d'ol, (commet = 1), X = yi ce qui est contradictoire. De
méme, z = Yk entraine tx, = tyy d'ot, (commet = 0), X« = yx ce qui est auss contradictoire.)
On adonc bien construit uneinfinité de p-uplets (z, z, ... , 7)) distinctsde (X3, X2, ... , Xp) € (Y1, Y2, - + Yp)-
Montrons maintenant que tous ces p-uplets (zi, z, ... , Z,) sont solutions de (S) :

A2 + &2+ AayZy = 3y (X + (1-1)yp) + 3, (X, + (1) y,)+.. 48y, (X, + (1-1)y,)

ona: 82 + 8L+ +8ppZy = A1 (X + (L-1)Yp) +8p (X, + (- 1) Y, ) +.. 43, (X, + (1- 1) Yp)

Az + A2t A8nZ, = an (X + (1-t)y;) + 8, (X + (1-t) Y, )+ 4an, (X, + (1-1)y,)
A + 32+ A8 pZy = t(ag X + a12x2+...+alpxp) +(1-t)(a,y; + a12y2+...+a1pyp) =th +(1-t)b =D,
Az +8npZ+.. A8z, = t(ag X + anzx2+...+anpxp) +(1-t)(a,y, + an2y2+...+anpyp) =th, + (1-t)b, =N,
Donc les p-uplets (z, z, ... , Z,) sont bien solutions de (S).

Le systeéme (S) admet alors une infinité de solutions.

D'oul lethéoréme 4.4.1.

Interprétation graphigue du théoréme 4.4.1. pour les systémes de deux équations linéaires a deux inconnues :

Dans ce cas, chague équation correspond & une équation de droite dans le plan muni d'un repére (O,1, 7).
Résoudre le systéme revient a trouver les coordonnées des points d'intersection de ces deux droites. Or, deux
droites du plan sont soit sécantes (unique solution) soit paralées (infinité de solutions s les droites sont
confondues, aucune solution si les droites sont strictement parall€les).

Condition pour gu'un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues soit de"Cramer” :
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ax+by=c D
Considérons le systéme:: (S){ T !

ax+by=c D,
. . -
Un vecteur directeur deladroite D, est : u(-b;a)
-
Un vecteur directeur deladroite D, est : v (-b'; a)

- -
Les deux droites D, et D, sont sécantes si et seulement si lesvecteurs u et v sont non colinéaires.

On peut donc énoncer : Laguantitéab' — a'b

Lesysteme(S) est de" Cramer" s et seulement s ab' —a'b # 0 Sappelle le déterminant
du systéme.

Remarque: Lethéoréme 4.4.1. est faux s I'on considére des systémes d'éguations non linéaires !

Considérons, par exemple, le systeme (S) suivant :

x> +y*=5
x*-y?*=3

En posant X = x* et Y= y?, on se raméne immédiatement & un systéme linéaire (d'inconnues X et Y) ayant un
unique couple solution (X; Y) =(4; 1).
En résolvant maintenant chacune des petites équations x°= 4, et y*>= 1, il apparait que le systéme proposé

admet quatre couples solutions :
S={(-2;-1);(2:1;2:;-1;(2; 1}

Autre exemple de systéme non linéaire (& résoudre par substitution)

2x+y?=0
2(x+)y=0

On trouve trois solutions : S={(0;0); (-L+2); (-1;-+2)}

Interprétation graphigue du théoréme 4.4.1. pour les systémes de trois éguations linéaires a trois inconnues :
ax+by+cz=0d;

On considére le systéme (9: ja,x+by+c,z=d,
aX+byy+cz=d,

On peut distinguer les situations suivantes :

1. Le systéme n'a pas de solutions. Géométriquement, c'est qu'on a affaire a trois plans strictement paralléles
ou aux situations A ou D ci-dessous.

2. Lesystéme admet un unique triplet solution. Géométriquement, on a affaire ala situation B ci-dessous.

3. Lesysteme admet une infinité de solutions, c'est que I'on a deux, voire trois plans confondus ou la situation

C ci-dessous.
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SITUATION A SITUATION B :
Plan (R) sécant a deux plans (P) et (Q) strictement Deux plans (Q) et (R) sécants suivant une droite (D)

paralldes €lle-méme sécante a un plan (P)

P

SITUATION C SITUATION D
Trois plans sécants suivant une méme droite (D) Trois plans sécants deux a deux suivant trois droites

strictement paralléles

©)
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