LES NOMBRES COMPLEXES

I) Introduction

L’équation x + 17 = 16 n’a pas de solutions dans N, mais elle en a dans un ensemble plusgrand : Z (x =—
1). De méme, I'équation 3x = 1 n'a pas de solutions dans Z, aors que dans un ensemble plus grand, Q par
exemple, il y en aune: x = 1/3. Et puis, I’équation x°= 2 n’a pas de solutions dans Q ; il faut chercher dans

I’ensemble des nombresréels R pour en trouver.

Bref, quand une équation n’ a pas de solutions, une démarche naturelle (et historique) consiste a en chercher

dans un ensemble plus grand. Au stade de nos connaissances actudlles, I’ ensemble numérique le plus grand que
I'’on arencontré est R. Pourtant, I’équation x*+ 1= 0 n’a pas de solutions dans R...

On va donc, dans ce chapitre « construire ? » ou plutét imaginer un ensemble plus grand que R dans lequel
I'équation x>+ 1= 0 a des solutions. On I'appellera C : ensemble des nombres complexes. Le principal
éément de C senotei (i comme imaginaire). Le nombre i est tel que i°= 11 L' équation ci-dessus possede
alors deux solutions: x?+ 1 =0 équivaut & x°— i = 0 soit (x—i)(x +i) = 0doncx=i oux=—i.

II) Définitions et régles de calcul dans C

Définition 1

2
On note C I’'ensemble desnombresdelaformeZ=a+ bi olli =-1 avecaet b réds.

Vocabulaire: leréel as appellelapartierédlede Z et b la partieimaginaire.

Humour : la vie des hommes
On note: a=Re(2) e b=Im(2
est complexe car elle
Exemples: Z;=3+2 ; Z,= -3 posséde une partie réelle et
Ona: Re(Z)=3 ; Im(Z) =2 ; RZ;)=0 ;Im(Z) =-3 une partie imaginaire.

Attention ! La partie imaginaire d'un nombre complexe est un nombrereéel !

Théoréme 1
Deux nombrescomplexesZ=a +bietZ =a +b'i sontégaux s et seulements a=a etb="0".

Lesrégles de calcul dans C sont les mémes que dans R, en remplagant i par —1.

En particulier, a+ bi =04 et seulement s a=0et b=0. On parle aors de nombre complexe nul.

Démonstration du théoréme 1 :

+ Montrons, pour commencer, I'équivalence: a+bi=0<a=0etb=0.
o Dga il estclarques a=0etb=0adorsa+hi=0.

o Réciproquement, supposons que a + bi = 0. Montrons qu'alors, nécessairement, a=0et b= 0.
2
En effet s b= 0, alors on pourrait écrire: i = —% .Lenombrei serait réd et on ne pourrait avoir i = -1.

Doncb=0. L'égalitéa + bi =0 seréduitaa+0i=0doua=0.

On adonc montréquesi a+bi=0aorsa=0etb=0.
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+ Considérons maintenant deux nombres complexesZ=a +hietZ' =a’ + b'i.
o llestclarques a=a eb=b aorsZz=27.
o Réciproquement, supposonsqueZ=2Z'. Alors,ona: (a—-a')+(b—-b)i=0
Et d'aprescequi précede,a—a =0etb-b' =0doua=a eb="0".

Exemple: 2, =3+2ietZ,=2—i;caculler 2y +Z, ; Zyx 2y ; Zy—2, ; Zy+ 27, ; 22, -32; ; ZZ.

Théoréme 2
L’ensemble R est un sous ensemble de C.

En effet, tout rédl a peut s écrirea=a + 0i. Les nombres delaforme bi s appellent desimaginaires purs.

Remarques :
e Dans I'ensemble C, il n'y a plus la notion d'ordre usuelle... On ne pourra pas, a ce niveau, comparer un

nombre complexe a un autre ou dire Sil est positif ou négatif etc ...
e On éviteral'usage abusif du symbole radical \/_qui reste réserveé aux réds positifs.
o LesapplicationsRe: C — R et Im: C — R sont R-linéaires. Cdasignifie:
VZ,Z e C, VL € R: Re(Z+AZ) = Re(Z) + ARe(Z) et Im(Z+AZ) = Im(2) + AIm(Z)

[Il) Représentation géométrique des nombres complexes

Munissons le plan d’un repere orthonormé (O, G, V).
Principe : atout nombre complexe Z = a + bi, on peut associer le point M(a ; b). Exemples...
Vocabulaire : le point M(a ; b) s appelle|’image du nombre complexe Z = a + bi.
le nombre complexe Z = a + bi s appelle |’ affixe du point M(a ; b). ("Affixe" est un nom féminin)

on note souvent Z = affixe(M) ou Z = aff(M)

. L. L, . R ) - a
Autre interprétation : on peut également associer a chaque nombre complexe Z = a + bi le vecteur u

b
5
Cevecteur u sappellele vecteur image du nombre complexe Z.
. . . —> -5 .
Exemple: s Z=-5-2i et M est I'image de Z, alors e vecteur OM ‘ 5 est le vecteur image de M.
. o L 'affixe est souvent
Axe desimaginaires purs hotée entre
parenthéses derrierele
S R M(2) point ou le vecteur.
A
5
\
» Axedesréds

(@)
cl
Q

. . - - - -
Question : quelleest I'affixede u, v,—uet—v?
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%
Application : 5 Z, est I’ affixe de A et Zg I’ affixe de B, alors|’affixe du vecteur AB est Zg —Zx :
%
affixe( AB) =Zg —Zx

Démonstration : notons A(Xa ; Ya) €t B(Xg ; Yg). AlOrs Zy = Xa + Yal & Zg = Xg + Ygi.

. IV Xg — XA
Nous savons que les coordonnées de AB sont .
Ys—Ya

Or, Zg — Zpn=Xg + Ygi — Xa — Yal = (Xg — Xa) + (Y& — Ya)i.

%
Donc I' affixe du vecteur AB est Zg — Za.

Axe desimaginaires purs
B(Zz)

AZa)

<!

Axedesréds

A 4

cl

%
Exemple: I'affixe du vecteur AB avec A(3;5) et B(5; 8) et Z=2+ 3i.
Ces applications permettent de traduire des problémes de géométrie en relations entre nombres complexes. Par
exemple, on utilisera souvent que deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont mémes affixes. Ou encore,

on utilisera que I'affixe d'une somme de deux vecteurs est la somme des affixes de ces vecteurs :

aff(u+ v)=aff(u)+af(v)

Plus généralement, I'application aff : P — C, ou P désigne le plan euclidien, est linéaire ;

- - . - - - -
Pour tous vecteurs U et v et tout scalaired € R,ona: aff(u+Av) =aff(u) + raff( v ).

IV) Conjugué d'un nombre complexe. Inverse d'un nombre complexe non nul

- . . 1 .
Soit a mettre sous laforme a + bi le nombre complexe suivant : Z = 573 Comment faire ?

Définition 2
Le nombre complexe conjugué de Z = a + bi est le nombre complexe Z = a — bi.
Exemples: le conjugué de 9 —4i est 9 + 4i. Casparticuliers: 1= 0+1i=0-1li=—i; 7=7.

Vocabulaire : on dit que Z et Z sont des nombres complexes conjugueés.
Remarque: Re(Z) = Re(Z).
Conséquences: onaZ+Z = 2Re(Z) et Z - Z = 2ilm(Z), d'oll | es propriétés suivantes::

Zestréd & 2=27 et Zestimaginairepur < Z=-Z
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Interprétation géométrique du conjugué : lesimages de deux nombres complexes conjugués sont symétriques

par rapport al'axe desréds:

Axe desimaginaires purs

bl , M(2)
A :

- :

v 5

IR

bl M'(Z)

Axedesréds

Théoréme 3
Pour tout nombre complexe Z = a + ib, laquantité ZZ est un nombreréd :

— 2 2
ZZ =a +b.

Application : pour écrire les nombres complexes fractionnaires sous la forme a + bi, on multiplie le numérateur

et le dénominateur par la quantité conjuguée.
1 3+4i

344 3 4.

Exemples: = = == 47
3-4i  (3-4i)(3+4i) 25 25 25
1-i .
1+i
Théoréme 4
Pour tout nombre complexeZ et Z, on a:
717-7+7 7.7 .77 -7 (;):%(z-im

Démonstration : PosonsZ=a+ bi et Z' = a' + b'i. Alors:

Z+Z7Z'=a+bi+a+bi=(a+a)+(b+b)i=(@+a)-(b+b)i

Z+Z'=a+hi+a+bi=a—-bi+a —

Donc Z+Z'=Z + Z'. Les autres égalités se démontrent de fagon anal ogue.

Exemples:
e Leconjuguédez; = ﬂ est Z,= 4+5_'
3+i 3-i
20 _ 227 2
e Cluidez= 22 legz- L1 2241
5z+1 52+1 52+1

bi =(a+a) - (b+Db)i
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Exercice : déterminer lelieu des points M d'affixe z telle que Esoit réd.
zZ—i

Solution:pourz;ti,onaenpowntz'z'Z—__l:
z—i
= -iz-1 iz-1 o : : - - e L -
ZeReo7Z=2c—F=""F (iz+)(i-2=(z-DY(z+i) ©@-Z-i2Z+i-2=12Z-2—-Z —i
Z+i z—i

ZeRe 2122=2i & zZ=1
Notons, z=a + bi, ains : ZeR o a2+b?=1

Or, I'ensemble des points M(a, b) pour lesquels a + b? = 1 est le cercle de centre O et de rayon 1 (cercle unité)

Commez= i, lelieu des points M tels que 'Z—__lsoit réel est le cercle unité privé du point d'affixei.
z-i

Application du théoréme 4 : s un polynéme P admet un nombre complexe Z comme racine alors Z est aussi

une racine de P puisque, d'aprés le théoreme 4 la conjugai son commute avec les exposants, les produits et la

somme: P(Z )= P(Z) etdoncs P(Z)=0alors P(Z)=0douP(Z)=0.Exemple: P(x) =x*+x+ 1. On

/3

egj=—=- |7 sont tous deux des racines de P.

=Y

vérifiera que les nombres complexesj = —= +1i

r\>|§|

N
N

V) Module et argument d'un nombre complexe

Voici lafigureillustrant les deux définitions suivantes :

Axe des imaginaires purs

Axedesréels

Définition 3

On appelle module d’un nombre complexe Z = a + bi la quantité positive |Z] = va? + b?

En fait, s Z est I'affixe d'un point M(a ; b), le module de Z n’ est autre que la distance OM : OM = |Z].

— a
Si Z est I'affixe d'un vecteur AB b’ le module de Z représente ladistance AB : AB = |[Zg — Z,|.

Exemples:
e ModuledeZ=-3+4i:|Zf=9+16=25donc|Z|=5. ModuledeZ=9i : |Z] = 9.
e OndonneZ,=-1+3i;Zg=2—-i. Aestl'imagedeZ,; B est I'image de Z; ; calculer ladistance AB :

%
'affixe du vecteur AB est Zg —Za=3—4i doncAB = [Zg—Za|= {32 +(-4)2 =5
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Remarques :
e |Z| = 0 pour tout nombre complexe Z.

e |Z|=0équivautaZ=0.
z ' N PO = 2 =5
e On aégalement (d'aprés|ethéoreme3) |Z|= VZZ ouencore |Z|" =ZZ.
e SZ=a+hiestréd (b=Im(2)=0),onalz= \/¥= [a]. Le module d'un nombre réd est donc sa valeur
absolue, ce qui justifie la notation.

Exercice: Soient A(0; 4), B(3; 0) et C(6; 8). Quelle est la nature du triangle ABC ?

Définition 4
%
On appelle argument d’ un nombre complexe Z non nul toute mesure en radiansdel’angle (G,0M) .

Onlenote® =arg (2

Un nombre complexe possede une infinité d'arguments ! Si © est un argument de Z, tout autre argument de Z

est delaforme © + 2kn (k € Z). L'unique argument 6 appartenant a l'intervalle |-« ; ] sappelle I'argument

principal. On notera par exemple arg(2) = % (2r) ou arg(2) = % modulo 2r pour signifier que arg(Z2) peut étre
égal a % mais auss égal a n'importe lequel des nombres% +2knouk e Z.

%
Attention ! Le nombre complexe nul Z = 0 ne posséde pas d'arguments car, dans ce cas, I'angle (i4,0OM) ne se
défini pas.
Exemples: arg(i) = g (2n) : arg(1) = 0 (2n) ; arg(-1) = = (2n) ; arg(—i) = —g (2n) ; arg(1 +i) = % (2n).
D'un maniéere générale, un réd positif a un argument nul modulo 2x, un réd négatif a un argument égal a «

(2r), un imaginaire pur dont la partie imaginaire est positive a un argument égal a g(Zn) et enfin un
imaginaire pur dont la partie imaginaire est négative a un argument égal é—g (2m).

M éthode générale pour calculer I'argument principal d'un nombre complexe non nul :
D'aprés les relations métriques dans le triangle rectangle, on a (voir figure ci-dessus) :

cos0 = a et sno= b
2] 2]
Si les cosinus et sinus ci-dessus ont des valeurs remarquables, on peut trouver 6 directement, sinon, al'aide

d'une calculatrice, on utiliselarégle suivante :

"invcos' (%) donne la valeur absolue de 6

sin 6 donnelesignede 6
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Exemples:
e Argument principal 6 deZ=-2+/3 + 2i.
On a|zf* = a* + b® = 12 + 4 = 16 donc |Z| = 4. Nous devons maintenant résoudre |e systéme suivant :

-2V3_-43

2

cos6 =

N
N

sine=g=
4

Comme nous avons une bonne connai ssance du cercle trigonométrique, nous concluons 6 = —

e Argument principal 6 deZ =3 - 4i.

On a|zf> = 9 + 16 = 25 donc |Z| = 5. Nous devons résoudre |e systéme :

Ce ne sont pas des valeurs remarquables. La calculatrice donne |0] ~ 0,9273 rad. Mais sin 6 est négatif,
donc 6 est négatif : 6 ~ —0,9273 rad.

Théoréme5 Propriétés des modules
Pour tous nombres complexesZ et Z' :
Module d'un produit : [Zx Z'| = |Z] x |Z]. Et en particulier, S L estrédl : L Z| = |\ |Z].

Module d'un quotient : ‘— _z || (lorsqueZ' = 0) (et en particulier ‘;‘_|Z|)

Inégalitétriangulaire: |2+ Z| < |Z] + |Z]

Démonstration : |ZZf=2222'=227Z Z=2Z 7 Z =|Z}|1ZF = (1Z]|Z|)? donc |2 Z| =|Z||Z]|
La deuxieme propriété se démontre de fagon anal ogue.

Quant al'inégalité triangulaire, la figure suivante est plus parlante que n'importe quelle démonstration :

Axe des imaginaires purs

SZ+2)
M'(Z)
Soient M, M" et S les images respectifs de Z, Z' «t L
- M(Z
Z+Z.0na0S<OM+OM'donc|Z+ Z| < [Z]+ |Z]. v — @ N
Ol u
Une preuverigoureuse de I'inégalité triangulair e sera donnée au 8VI.

On dit quel'application C — R, Z > [Z] est une norme. Cela est d au fait que I'on ales propriétés suivantes :
e |Z| = 0 pour tout nombre complexe Z.

e |Z|=0¢équivautaZ=0.

o |\ Z|=|A] |Z] pour tout nombre complexe Z et tout rédl A.

o |Z+ Z|<|Z + |Z]| pour tous nombres complexes Z et Z'.
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Théoréme 6 Propriétés des arguments

arg(Z) =-arg(2) (2n) arg(-2) = arg(2) + n (2n) arg(-Z) =n - arg(Z) (2n)

Ce théoreme sillustre sur lafigure suivante :

Axe des imaginaires purs

6
. > Axe desréels
-a X a.

D'autres propriétés des arguments seront vues plus loin.

Exercice: Soit Z=x+1y avec Z= 0. Démontrer quel'on a:

arg(Z)zrcsiZe[R*etarg(Z)=2arctan( y ]siZeC\[R*.

|Z]+x

Soit C le cercle de centre O et de rayon [Z]. Soient |, J et M les points d'affixes respectives |Z|, —|Z]| et Z.

- -
Soit 6 un argument de Z. On adonc (Ol ,OM ) =6 (2n).

D'aprés le théoréme de I'angle au centre, on a:

- > - -
2(Jl,IM )= (Ol ,OM) (2n)

—
N|©
=7
[<=)

N 4 0
D'ou: (J ,JM)=§ (m)

PourtoutMeC\{J},ona:tan9= y .SiM=J,ona:0=n
2 |[Z+x

D'ou e résultat.

VI) Différentes formes d'écritures des nombres complexes

L'écriture sappellela forme algébrique de Z (ou encore for me car tésienne)

Or, nous avons vu (paragraphe V) quea=r cos® eteb=r sn 6 our = |Z| et 6 = arg(2). Le nombre complexe Z

peut donc sécrire: |Z= r(cosf +isn 6)| ; Cette écriture sappelle une forme trigonométrique de Z.

Remargue : le nombre complexe nul Z= 0 n'a pas de forme trigonométrique (puisque pas d'argument).

Pour trouver une forme trigonométrique d'un nombre complexe Z il suffit de calculer son module e un

argument.

Théoréme 7
S Z=r(cosO+isnB)avecr>0aorsr=|Zet0=arg (2 (2r)
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Démonstration

Ona: |ZP =r?cos’ 0 + r?sin® 0 = r?

Orr>0,donc|Z|=r.

Soit 6' un argument de Z, dlors: Z=r (cos0'+isinB’)=rcos6' +irsno

Or par hypothéseZ=r (cos0 +isn0)=rcos6 +irsno.

Et d'apreslethéoreme 1, a' + b'i =a+ bi équivaut aa'=aetb' =bdoncr cos0'=r cosO etr sin®' =r sin 0.
D'ol : cos0'=cosO e snb' =sno

Cequi implique: 6'=6 donc 6 = arg(2)

Exercice : déterminer une forme trigonométrique de Z = —2(003% +i sin%) . Attention, |'écriture ci-contre n'est

pas une forme trigonométrique car un module ne peut étre négatif. Transformons :

Z= 2(—cos£—isin£) =2 (cos(£+n)+isin(£+n))
5 5 5 5

LemoduledeZ est doncr = 2 et un de sesargumentsest 6 = % (Argument principal : % —2n=—4—5n)

Les propriétés suivantes sur les arguments permettront de multiplier et diviser smplement deux nombres

complexes:

Théoréme 8 Propriétés des arguments (bis)

Pour tous nombres complexesZ et Z' non nulson a:

ay(zZ) = arg(d) + a9(Z) (20 arg[ 1) ~-aro(@) (2) onriasalawageaecs
z relations et les propriétésdela
arg(;) =arg(2) - arg(Z) (2n) arg(Zn) =narg(2) (2r) pour tout n € Z fonction logarithme.

Démondtration : utilisons des formes trigonométriquesde Z et Z' :
Z=r(cosO+isn®) e Z=r'(cosO' +isno)
Ains :
ZZ' =rr' (cosO +isnB) (cos6 +isn®)=rr'(cosOcosO'—snOsNO +i(sn6cosb' +cosO sin 6"))
Ce qui, d'apres les formules trigonométriques d'addition donne :
ZZ' =rr' (cos(0+6)+isin(6+0Y)
Et commer r ' > 0, on en déduit d'apresle théoreme 7 que:
[ZZ|=rr" e arg(ZZ) =06 +0'=arg(2) + arg(Z) (2r)
D'ou la premiére relation.

1 1 cosf—isin® _ ?1(Cos(_e)+isin(—9))

z r(coso+ising) r
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D'ou: arg(%) =-0=-arg(2) (2n)

D'oll la seconde relation.

; =Zx Zi donc, d'aprés ce qui précéde, arg(;) =arg(2) + arg(%) =arg(2) —arg(Z) (2m)

D'ou latroisiémerelation.

Pour la derniére relation, distinguonstrois cas:

e n>0: arg(Zn)zarg(Zxe . xZ)y=narg(2) (2n)
(Peut se démontrer proprement par récurrence)

e n<0,aorsen posant m=-n> 0 et en utilisant le cas précédent avec m> O:
arg(Zn) = arg(z—lm) =m arg(%) =-marg(Z) =narg(2) (2n)
e Pourn=0, larelation arg(Z') = n arg(2) (2r) est triviae.

Moralité: pour multiplier deux nombres complexes non nuls, on multiplie les modules et on additionne les
arguments. Pour diviser deux nombres complexes non nuls, on divise les modules et on soustrait les

arguments.
Exemple:
Soit Z= 3(cos(—£)+ i sin(—ﬁ)) @tz = 2(cos@ i sinﬁ) . Calculer ZZ'.
4 4 3 3
On pourrait sen tirer avec latrigonométrie classique, mais lesthéorémes 5 et 8 livrent directement le résultat :

7' = 6(cosi+isini)
12 12

Définition 5

Pour tout réel 6, on note € e nombre complexe cos6 +i sin 6.

e désigne donc le nombre complexe de module 1 et d'argument 0 : |€° | = 1 et arg(€®) = 6 (2n).

LT
>y .

LT
. . , i
Exemples: €°=1; e2=i; e"=-1;e*"=1; e 2=—j

Un nombre complexe de module r et d'argument 6 sécrit alors .

Cette écriture est appelée une for me exponentielle de Z.

Remarque : le conjugué de €° est ™ .
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Une simple transcription du théoreme 8, pour des nombres complexes de module 1 donne alors :

eIGXeIG _ e|(9+9) = _—¢
ele

i(6-0"

(eie)n =™ pournez

La notation exponentielle rend les calculs trés simples, par exemple:

.31 .21

S Z=3e4 e Z=7¢e 3 doszZ=21e

Exercices:

o o (1+i)*
1) Déerminer laforme algébrique du nombre Z =

Posonle=1+ietZZ=J§—i.

Déerminons les formes exponentidlesde Z; et Z, :

Comme [Z4] = J2 e arg(Zy) =% (2n),ona:

(3-0)°

azz_elz

LT
Zi=42 eI4
D'ol : Z}=4e"=-4
Comme |ZZ|=2€targ(Zz)=—% (2n), on a:
L
Zro=2¢e 6
Dol Z3-8e 2=-8§
4
Et finalement : 7= 2_13__E|
z8 2
2) Calculer (1+i)%.
i
PosonsZ=1+i.0Ona: Z=+2 e4
In 3n

D'ol :

7428 2 212862 @ 2 =_128]

Enigme : o est I'erreur dans le calcul suivant :

En élevant ala puissance x :
D'olr :

- 1
En particulier pour x = " :

D'ol :

Réponse : larelation (eie)n _

eZiTC =1
(eZi“)Xz 1'=1

eZiTCX — 1

€™ n'est pasvalablesi n= %

A7

3
zZ' 7

Nombres complexes

page 11

G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Une démonstration del'inégalitétriangulaire: V Z;, Z, € C, |21 + Zy| < |Z4] + |24

Lemme : Pour tous nombres complexesZ; =1, e et Z, = 1,€2 , ona: |Re(Z, Z,)| < 11 1.

Preuve du lemme:

IRe(Z: Z,)| = |Re(ry r2€®7%2) )| = | ry 1, cos(8; — 0,)| < ry 1o

On démontre que I'application: ¢ : Cx C — R
(:2) — R(Z,2,)

est un produit scalaire sur C. Lelemme n'est alors autre que
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. L'inégalité triangulaire en

Et, en particulier : Re(Z,Z,) <1 Ta. découle (vair lalegon sur le produit scalaire)

Démongtration de I'inégalité triangulaire :

20+ ZoP = 2+ 2o) (Zy + Z,) = Qo+ ZNZy+ Z,) = 2 Zy+ 2y Zp+ Zo Zy + Zo Zy= 12+ (Do Zy+ Z,7,) +12
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

12y + ZoP = 12+ 2Re(Zy Z,) + 1
Et dapréslelemme: |2y + Zof < 12+ 21y 1o+ 12 < (ry +12)?
Et par croissance de la fonction racine carrée : |Z; + Zy| < |Zy] + |23

Remarqgue : cas d'égalité dansI'inégalité triangulaire : a quelle condition a-t-on : |Z; + Zy| = |Z4] + |Z5] ?

D'aprés la démonstration faite ci-dessus, on a:

121+ Zo| = 24| + |Z2) © RE(ZiZ,) =111, < cos(01—0) =1 < 0,—0,=0(2n) < 0,=0,(2n)

D'ou: |21+ Zo| = [Z4] + |Z5] < O, M, et M, sont alignés dans cet ordre

VII) Formules de Moivre. Formules d'Euler

Théoréme 9

Formules de Moivre: pour tout 6 € R et toutn € Z

(cos 0 + i sin 0)" = cos (nB) + i sin(nB) (cos® —i sin 0)" = cos (nNB) — i sin(nB)
0, -6 0 -6
Formules d'Euler : cos 0 = % sno= %

Démonstration : utilisons les formes exponentielles :
(cos0 +isin 0)" = (eie)n — €™ = cos (nO) + i sin(no)
D'ou la premiére formule de Moivre. La seconde est obtenue en remplagant 6 par —6.
€9+e=cos0 +isinO +cos(—0) +i sin(—0) = cosO +i sin 0 + cos(0) — i sin(0) =2 cos O
e9—e®=cos0 +isin®—cos(—H) —i Sin(—0) = cosO +i sin B — cos(B) +i sin(®) =2i sin 6

D'ou les deux formules d'Euler.

Exemples:
1) Linéariser sin® 0 et cos’ 0.
2) Calculer cos(30) et sin(30) en fonction de cos O et sin 6.

3) Démontrer que x*— 2xcosf + 1= (x— €°)(x— e™).

eit
4) Calculer Re( ] et Re(

. 1 ).(OntrouveE et —E)
e -1 1 2 2

elt
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5) Démontrer que e”° = 1+itand pour 6 = — (27r)
1-itan®

6) Soient u et v deux nombres complexes distincts et de méme moduler. Alors UV g imaginaire pur.
u-v

n
7) Démontrer quesin(2n + L)t=sin t(1+ 22 cos(2 pt)]
p=0

n
8) Calculer Zeipt.
p=0
iP+a
9) OnposeS=cosp+cosgetS=snp+snq. DémontrerqueS+iS=2e 2 p2q En déduire des

expressions de Set S sous forme de produits. Procéder demémeavec T=cosp—cosqet T'=sinp—sinq.

VIII) Nombres complexes et géométrie

Dans tout ce paragraphe, le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O, ,V) .

Rappeons que s Z et Zg sont les affixes respectives de deux points A et B alors AB = |[Zg — Zy|.

Théoréme 10

Si A, B et C sont trois points deux a deux distincts du plan complexe d'affixes respectivesa, b et c alors :

(CA CB)—arg(b )(Zn)

—> —>
Démonstration : les affixes des vecteurs CA et CB sont respectivement (a —c) e (b —c).
Par définition del'argument :

- > - —>
argla-c)=(u; CA)(2n) e agb-c)=(u ; CB) (2n)
Or, d'apréslarelation de Chades sur lesangles:
- - - -
(u;CB)-(u; CA)=(CA; CB) (2n)
Et d'apres |e théoreme 8 sur les arguments::

arg(b - ¢) — arg(a —¢) = arg(g) (2n)

Donc: (CA CB)—arg(b )(27[)

CAS PARTICULIERS de ce théoréme : Il résulte du fait que un argument d'un rédl est zéro (modulo ) et que

celui d'un imaginaire pur est égal a g (modulo =) que:

o Eeﬂreel < lespoints A, B et C sont alignés

a—cC

* 2_ c estimaginaire pur < lesdroites (CA) et (CB) sont perpendiculaires.
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Etablissons maintenant le lien entre certaines fonctions complexes et certaines transformations du plan :

Considérons une fonction f définie sur C a valeurs dans C. Nous pouvons associer a cette fonction f la

transformation ponctuelle T qui & chaque point M d'affixe Z associe le point M' d'affixe f(2).

Théoréme 11

%
Soit a un complexe et OA le vecteur image de a. La transformation ponctuelle associée a la fonction f définie

%
sur C par f(Z) = Z+ aest latrandation de vecteur OA.

"Ajouter un nombre a c'est trandater d'un vecteur d'affixe a"

Axe des imaginaires purs
M'(Z + a)
M(2)

Aa)

<!

Axedesréels

A 4

cl

Théoréme 12
Soit a= €° un complexe (de module 1). Latransformation ponctuel le associée & la fonction f définie sur C par

f(2) =aZest larotation de centre O et d'angle 6.

"Multiplier par €° c'est faire tourner d'un angle 6 autour de O
Axe desimaginaires purs
M'(a2)
M(2)

4 Arg(a)
Arg(2)

<!

Axedesréels

A 4

cl

En particulier, lafonction f définie sur C par f(Z) = iZ sassocie a un quart de tour de sens direct.

6] = [1v]
Exemple : Soit G (X, ) un vecteur du plan (non nul) et 7 (x,y") te que (6.9) P
a,v)==
2
) L, g ) g
Exprimer les coordonnées de v en fonction de cellesde u .
i0 X - -
Notonsz=r€" I'affixedeu et Z cellede v .
On adonc: z=iz=ireiezir(cose+isin9)=r(—sin9+icose)
D'ol : X=-rsnb=-y e y=rcosO=x
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LES NOMBRES COMPLEXES ET LA RESOLUTION DES EQUATIONS DU SECOND DEGRE

EQUATIONS DU TYPE x° = a ol a est un réel et x quantité inconnue.
1. Rappeler les solutions de I'équation x*= adanslecasola > 0.
2
2. Onsupposequea < 0. Véifier quea = (i\/— a) . En déduire que I'équation x*= a posséde deux solutions

complexes que I'on précisera.

L'équation x*= a posside deux solutions dans C :
e S a=0,cesontlesrédssuivants:

e Sia<0, cesontlesimaginaires purs conjugués suivants:

Applications:
Résoudre dans C les équations suivantes :

=3 Z2+3_0 Z-cof0-1 x+ L
4 X

I
I
o

EQUATIONS DU TYPE ax® + bx + c = 00U a, b et ¢ sont des réels avec a # 0 et x quantité
inconnue.

Considérons le discriminant A = b? — 4ac.

1. Rappeler les solutions de I'équation ax?+ bx + ¢ =0 (a = 0) lorsque A = 0.

Rappelons (voir cours de Premiére) que I'équation ax®+ bx + ¢ = 0 (a = 0) peut Sécrire de maniére

ol 2
Xt — | = —
2a 43

2
2. On suppose que A < 0. Vérifier que A = (i\/—A) . En déduire que I'équation ci-dessus possede deux

équivalente :

solutions complexes que |'on précisera.

L'équation ax?+ bx + ¢ = 0 (a = 0) posséde deux solutions dans C :

e S A=0, cesontlesrédssuivants:

e S A <0, cesont les complexes conjugués suivants :

A RETENIR : Dans C, on peut toujours obtenir la factorisation suivante :

aZ +bz+ c=a(z— z)(z- ) ol z et 2, sont lesracines du polyndéme aZ + bz + ¢

Applications:
Résoudre, dans C, les équations suivantes :

272 -3z+4=0 X —2x+2=0 27+72-10=0
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