EXERCICES REDIGES SUR LES EXPONENTIELLES ET LES LOGARITHMES

Exercice 1 Courbes de Gauss

Soit k € R’ . On définit, sur R, lafonction Gy par :

o g A~ w DN PR

G(x) = e
Etudier la parité de G,.

Démontrer que Gy est dérivable et calculer sa dérivée. En déduire | e tableau de variation de Gy.
Calculer G; et résoudre I'équation Gy (x) = 0.

Tracer les courbes de Gy pour k = % ,let2

Démontrer que: h<k < Gy=GsurR

Dans cette question k = % . Soit o la solution positive del'équation Gy (x) = 0.

Déerminer une équation de latangente T a la courbe de Gy au point d'abscisse a.. Tracer T sur le graphique.

Exercice 2 Quadrature de I'hyperbole

Soit H la courbe représentative de la fonction f définiesur R’ par :

1
X =
X

(H est une branche d'hyperbole)

Pour tout t € [1, +oo[, on note t) I'aire du domaine:

D(t) = {M(x, y) tlsquel < x <t et 0<y< +}
X
Il Sagit de l'aire situé entre I'axe des abscisses, I'hyperbole H et les droites d'équationsx =1 et x =t.
Soitt € [1, +oof.

1 _S{t+h-st _1

Démontrer que pour tout h>0: <
t+h h t
Et pour tout h < O (tel quet + h reste strictement positif) :

}SS(Hh)—S(t)< 1
t h t+h

(On pourrainterpréter et encadrer I'aire St + h) — St) par celle de deux rectangles)
En déduire quelafonction Sest dérivable au point d'abscisse t. Que vaut S(t) ?
Soit f lafonction définie sur [1, +oof par :
f) =S -Int
a. Montrer que f est constante.

b. Calculer f(1) et en déduire que, pour tout t € [1, +oof :
St)=Int
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Exercice 3 Constante d'Euler
On appelle "série harmonique" 1a suite (H,) définie pour n € N’ par :
n
1
Hn = ;E
On sait que cette suite diverge (voir le cours sur les suites).
1. a Tracer dans un repére la courbe delafonction In.
b. Calculer Hy, Ha, Hs, Hy et Hs. Placer les points de coordonnées (n, Hy,) (pour n=1, ..., 5) danslerepére.
c. Quecondtate-t-on ?

On considére la suite (u,) définiepour n € N°, par :
21
unan—Inn:kE:lE —Inn

Nous allons prouver que la suite (u,) converge.
2. Démontrer que, pour tout x € ]-1, +oo[, on a:
In(1+x) <x
Et que pour tout X € ]—oo, 1] : In(1-x) < —x

3. a Démontrer quepour toutn e N :
1
InNn+21)=Inn+ In| 1+ =
n

b. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier n > 2, ona:

n—.

InnSZ

k=1

x|

c. En déduire que la suite (u,) est positive.

4. a. Démontrer que, pour tout entier n > 2, on a:

Up— Unp1 = 1 + In(l—l)
n n

b. En déduirele sens de variation de la suite (uy).

5. Déduire des questions précédentes la convergence de la suite (uy).

Lalimitedelasuite (u,) , notéey, sappellela constante d'Euler (y =~ 0,577).

Exercice 4 Série harmonique alternée

Sait (S,) lasuite définie, pour n € N” par : S =

p=1
Le but de cet exercice est de démontrer que la suite (S,) converge versin 2.
1. Cdculer S, S, S et S
2. On considere les suites (uy) et (v,) définie par :
Un=Sn & V=St
Démontrer que ces deux suites sont adjacentes.
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On note / leur limite commune. Démontrer que (S,) converge auss vers /.
3. Dans cette question, x € R..

1- (_X)Zn

2n
a. Démontrer que: Z:(—x)"’l -
~ 1+x

b. Soit f lafonction définie sur R, par :
2n k-1 k
D™x
X) =In(1 -y~ -
f6)=1n(1+x) ; ”
Calculer ladérivée f' de f et préciser son signesur R.. En déduire le sensde variation de f sur R..

Calculer f(0). En déduire que pour tout x € R, :

2n o a\k-1,k

EYX i@+ )
k=1

c. Démontrer par une méthode anal ogue a la question précédente que pour tout x € R, :

2n+1 k-1.k
(=D™x
IN(1+x) < -~ =
(1+X) ; ”
d. En déduire que pour tout n e N :
U <In2<v,

Puis que: £=In2

Exercice 5 Quelques équations différentielles - Applications
Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants avec second membre
Soient a et b deux réels non nuls. On se propose de résoudre™, sur R, I'équation différentielle suivante :
(BE):y=ay+b
ol y est une fonction inconnue, définie et dérivable sur R.

1. Soit f lafonction définie, sur R, par : f(x) = —E
a

Démontrer que f est une solution de (E).
2. Soit g une solution quel conque de (E). Démontrer que g — f est solution de I'équation différentielle :
(Eo):y =ay
En déduire que g est delaforme:
g(x) = Ae™ b ou A est une constante
a
3. Réciproquement, vérifier que toute fonction y du type :

y(X) = Ae™ b ou A est une constante
a

est bien solution de (E).

@ Résoudre une équation différentielle sur unintervalle |, c'est déterminer toutes ses solutionssur |.
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Equations différentiellesde Verhulst : loi logistique continue

Soita e R*. On se propose de rechercher, sur R, certaines solutions® de I'équation différentielle suivante::

B):y=ay(1-y)

ou y est une fonction inconnue, définie et dérivable sur R tellequeO <y sur R.
1. Onposez= % . (Possible car y est supposée ne pas sannuler)

Démontrer que z est solution de I'équation différentielle
Z=-az+a

2. A l'aide de la partie précédente, en déduire la forme des fonctions z puis des fonctions y.

Application : Phénoménes d'évolutions : loi de Malthus & loi de Verhulst
(Le contexte est celui du probléme du Bac S 2003)
On considére une culture de bactéries en milieu clos.

Soit Np e nombre de bactéries introduites dans la culture & l'instant t = 0 (N, étant un réel strictement positif,
exprimé en millions d'individus).
Ce probleme a pour objet I'étude de deux modéles d'évolution de cette population de bactéries :
e un premier modéle pour lesinstants qui suivent I'ensemencement (partie A)
¢ un second modéle pouvant sappliquer sur une longue période (partie B)
Partie A - Loi de Malthus
Dans les ingtants qui suivent I'ensemencement du milieu de culture, on considére que la vitesse
d'accr oissement des bactéries est proportionnelle au nombr e de bactéries en présence.
Dans ce premier modéle, on note f(t) le nombre de bactéries a l'instant t (exprimé en millions d'individus).
Lafonction f est donc la solution de I'équation différentielle ;
y' =ay.
(a est un réd strictement positif dépendant des conditions expérimental es)
1. Résoudre cette équation différentielle, sachant que f(0) = No.

2. On note T le temps de doublement de la popul ation bactérienne.

t
Démontrer que, pour tout réd t positif : f) =N 2T

3. Tracer la courbe représentative de lafonction f dansle cas ol No = 0,01 et a=0,2.
Partie B

Le milieu éant limité (en volume, en ééments nutritifs...), le nombre de bactéries ne peut pas croitre
indéfiniment de fagon exponentielle. Le modele précédent ne peut donc sappliquer sur une longue période.
Pour tenir compte de ces observations, on représente I'évolution de la population de bactéries de la fagon
suivante:
Soit g(t) le nombre de bactéries a I'instant t (exprimé en millions d'individus) ; la fonction g est strictement
positive, dérivable sur [0, +oo[ €t vérifie pour tout t de [0, +oo[ I'équation différentielle

B y=ay(l-y)
ol a est un réd strictement positif dépendant des conditions expérimentales.

@ Ici, on nerésout pas I'équation différentielle sur R. On nefait que rechercher les solutionsy qui vérifient 0 <y sur R.
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1. A I'aide des résultats précédents, déterminer |es solutions strictement positives g de (E).
2. a Sachant Np = 0,01, exprimer g(t) juste en fonction de a.
b. Déterminer lalimite de g en +oo et démontrer, pour tout réel t positif ou nul, I'inégalité:
gt) <1
c. Etudier le sensde variation deg.

d. On supposea = 0,2. Tracer la courbe représentative de g dans le méme repére que précédemment.

Exercice 6 Etude d'une suite récurrente a I'aide d'une suite auxiliaire

_ _ o Uy =9e
n) | 1 3/
Soit (up) la suite définie par {un+l = 3,/u,, pour tout n eN

On pose v, =In(u—é‘) pour tout entier naturel n.

1. Montrer que la suite (vy,) est une suite géométrique dont on préciseralaraison g et la premier terme vo.
2. Exprimer v,, puis u,, en fonction den.

3. Etudier lalimite de u, lorsque n tend vers +o.

Exercice 7 Etude del'équationInx= x"
Soientn € N', x € ]0; +oo[et (E) I'équation : Inx= x"
1. Dans cette question, n= 1. Déerminer les variations de lafonction f définie sur ]O ; +oof, par :
f)=x-Inx
En déduire, que danslecasn =1, I'équation (E) n'a aucune solution dans ]0 ; +oo].
2. Dans cette question, n est quelconque. En choisissant 1a bonne fonction, démontrer, comme ci-dessus, que

I'équation (E) n'a aucune solution dans]0 ; +oo[, quelque soitn € N,

Exercice 8 Comparaison entre x*et 2

Soit f lafonction définiesur 0 ; +oo par :  f(x) = In(2") — In(xz)
Démontrer que: f)=xIn2-2Inx
Calculer f(2) et f(4).

Calculer ladérivée f' de f. En déduirelesvariations de f.

A l'aide des questions 2 et 3, préciser lesignede f.

g c w NP

Déterminer I'ensemble des entiers n pour lesquelson a: 2" > n.

Exercice 9 Exercice avec "prise d'initiative"

Lequel de ces deux nombres est le plus grand ?
€ ou n°

(On peut faire une conjecture ala cal cul atrice mais on donnera une vraie démonstration)
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Exercice 10 Moyennes arithmétique et géométrique. Comparaison

Soit n € N'. On considére n réels positifs ay, ay, ..., an.

On appelle moyenne arithmétique desréds ay, ay, ..., a, le réd A défini par :

A Attty
n

On appelle moyenne géométrique des réds ay, ay, ..., a, leréd G défini par :

G= Yaa,..a,

Le but de I'exercice est de prouver que: G<A
1. Démontrer que pour tout rédl x : e 1> x
o . i71 aI

2. Endéduire que pour touti € [1, n] : er > ~
n
3. Endéduireque: 1= G
Aﬂ

Conclure.
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EXERCICES REDIGES SUR LES EXPONENTIELLES ET LES LOGARITHMES : SOLUTIONS

Exercice 1 Courbesde Gauss
1. Lafonction G est définiesur R qui est en ensemble centréen O et pour tout x € R, on a:
G—X) = e X9 = g% Z G(x)
Lafonction Gy est donc paire.

2. Lafonction u : x > —k¢ est dérivable sur R. La fonction exponentielle aussi. Donc par composition, la
fonction Gy, qui est du type €”, I'est aussi et on aura G, = u' €", d'ou :
Gy (x) = —2kxe™

On en déduit les variations de Gy :

X | —o0 0 ~+00

Signede Gy + 0 -

1
Variations de Gy / \
0 0

lim G() = lim e =0 ca lim (~k® = —oo puisquek >0

X—>+00 X—>+00 X—>+00
Gy étant paire, on en déduit : lim G(x)=0
X—>—w0
3. Lafonction G; est du type fg avec {f(x) =2k ou f et g sont dérivables sur R
' “ 9(x) =G (¥) '

Donc G; est dérivablesur R et G; = f'g+ fg', cequi donne:
Gl () = —2ke ™™ + 4B e ™ = 2ke™™ (20¢ - 1)
Ona: Gl(0=0 o 2ké-1 < x=

4. Courbes C, des fonctions Gy pour k = % ,let 2.

C Cue

1 2 X
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5 Ona:
h<k & -h> -kl pourtoutx e R < e’ > gkl pour toutx € R < Gp = Gesur R

6. Lorsquek = % ona:
Gi(¥=0< (x=1loux=-1)
D'ot o = 1.
Une égquation de latangente T ala courbe de Gy au point d'abscisse a. = 1 est donnée par :
y=0Gd1) + G (D(x-1)

_1
-e2(x-1)

y=¢€

N

y= 2-X
Ve

Remarque : aux abscisses + i la dérivée seconde sannule en changeant de signe. On dit alors que la

J2k
courbe a un "point dinflexion" (la courbe traverse sa tangente). On peut montrer que le lieu des points
1

d'inflexions des courbes des fonctions Gy est la droite horizontale d'équation y = (privée du point d'abscisse

Je
0)

Exercice 2 Quadrature de I'hyperbole
1. Lorsqueh >0, St + h) — St) représente |'aire du domaine délimité par H, |'axe des abscisses et les droites
d'équation x=tet x=t+h.

On adonc L<8(t+h)_5(t)<2
t+h t
1 _St+h)-SW _ 1
t+h h t

Si h< 0, l'aire précédente est maintenant représentée par S(t) — St + h) et :

h h
—<Y)-St+h < —
t O - ) t+h
Dol }< S(t+h)—S(t)< 1
t h t+h

2. D'apresle théoréme des gendarmes, |'accroissement moyen w admet donc des limites a droites

€t agauches égales a % , lorsque h tend vers 0. Lafonction Sest donc dérivableent et :

sm:%

3. a Lafonction f est dérivable sur [1, +oo[ (puisque différence de fonctions qui le sont) et pour tout

te[l, +o[,0na:

FO=S0 - £=0
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Lafonction f est donc constante sur [1, +oof.
b. Comme f(1) = Y1) - In 1=0, lafonction f est nulle sur [1, +oo[ d'0l :
St)=Int

Dans cet exercice, on a démontré que

lelogarithmedet (lorsquet > 1) est I'aire située sous I' hyperbole (entre les points d'abscisses 1 €t t).

y
1,,
1t
1(t+h) | .
! S(teh) - S();
(0] 1 t t+h
Exercice 3 Constante d'Euler
1. a Voir ci-dessous.
b. Ona: Hi =1
H,=1+ E= §=1,5
2 2
Ham 1+ =+ 212 163
2 3 6
Ho=Hs+ —= 2~ 208
12
H5=H4+ E— g— 2,28
60

c. On constate que les points (n, H,) semblent se stabiliser & une hauteur constante au-dessus de la courbe
delafonction logarithme.

2. Soit f lafonction définie sur ]-1, +oo[ par :

) =In(1+x)—x
Lafonction f est dérivable sur ]—1, +oo[ €t pour tout x € ]-1, +oof On a:
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1 —X
'X)= —— 1= —
A 1+x 1+x
On adonc: fX=>0«< x<0

Lafonction f est donc croissante sur -1, 0] et décroissante sur [0, +oof .
Elle admet donc un maximum en 0 égal a: f(0)=0
Donc f est négative sur ]-1, +oo[, d'ou I'inégalité, pour tout X e ]—1, +oof :
IN(1+x) <x
Soit X € ]-o, 1. Posons X = —x e ]-1, +oo[. Alors, d'aprés |'inégalité ci-dessus :
IN(1-x)=In(1+ X) < X

D'olr : In(1-x) <—x

Inn+ In(l+%)= In{n(l+%ﬂ =In(n+1)

b. Considéronslapropriété g définie, pour tout entier n > 2, par :

3. a Pourtoutne N :

H
x|

>

e :Inn<

T
IR

e Commeln2<Ine<1onap(2).
e Soitne N, n=>= 2. Supposons ¢ (n) Alors:
3a o(n) n=l 2. nl n
InNn+1) < Inn+ In(l+£) < zi + In(l+£) < ZE“L 1 < 1
n ~k n k n k
D'ol p(n+1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit ¢ (n) pour tout n > 2.

c. D'apréslaquestion précédente, on a, pour toutn > 2 ;

Inn< Es 1
k k

Cest-a-dire: Ho—Inn=0
Deplus, u; = 1. La suite (u,) est donc positive.

4. a Pour tout entier n > 2, 0n a:

Uy—Upp=Hy—Inn-H.;+In(n-1) = 1 +In(n—_l) = 1 +In(l—£)
n n n n

b. Comme, pour n> 2, 0na 1 € |-, 1], laquestion 2 nous permet d'affirmer :
n

In(l—i) < 1
n n

Cest-a-dire: Up— U1 <0
La suite (uy) est donc décroissante.

5. Lasuite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.
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Lalimite delasuite (u,) , notéey, sappellela constante d'Euler (y =~ 0,577)

2,08
1,83

15

Exercice 4 Série harmonique alternée

1 1 1 1 5 1 1 1 7
1. Ona: =1,$5=1-—"==2,§=1-"+=-="¢g §=1-=+= - = = —
- = 2 2% 2 3 6 = 2 3 4 12
2. Ona, pourtoutne N : Vo= U =St — Sn = 1 — 50
2n+l Mo
1 1 .
Unit = Un = Sni2 — Sn = - > 0 donc (u,) est croissante
2n+1  2n+2
1 1 o
Vel = Vn = Sz — S = — + < 0 donc (v,) est décroissante
2n+2 2n+3

Cequi prouve que les suites (uy) et (v,,) sont adjacentes. Notons ¢ leur limite commune.
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Montrons que la suite (S.) converge aussi vers ¢ :

Soit | un intervalle ouvert, centréen /.

Comme (u,) convergevers 4, il existe un rang N, a partir duquel tous lestermes u, sont dans |, c'est-a-dire:
p=N, = Spel

Comme (v,,) converge vers /, il existe un rang N, a partir dugquel tous les termes v, sont dans |, c'est-a-dire:
Pp=N;, = Spael

Au ddadu plusgrand desrangs N; et Ny, | contient tous les termes d'indice pair et tous lestermes d'indice

impair delasuite (S,). Ce qui prouve que la suite (S,) converge vers /.

2n
3. a Laquantité z (—-x)*"! est la somme de 2n termes consécutifs d'une suite géométrique de raison g = —x.
k=1

Commeq= 1, on abien:

2n 2n
(_X)kfl — 1- (_X)
;

1+x

b. Lafonction f est dérivable sur R. (en tant que somme de fonctions qui le sont) et on a:

I IR
l+x o l+x &~

1 _1_ (_X)Zﬂ B XZﬂ

= =0
1+x 1+x 1+ X

Et d'apréslaquestion a. : =

Lafonction f est donc croissante sur R.. Et comme f(0) = O, elle est positive sur R.,.

D'ou I'inégalité, pour tout x € R, :

c. Soit glafonction définiesur R, par :

2n+1 k-1,k 2n+l
=D""x 1-(=x
X) = - Inl+x)= ————
9() ; ” (L+x)==——
Alors, pour x € R, :
2n+1 2n+1 2n+1
g = > (et L 10T 1 XD o
~ 1+x 1+x 1+x  1+X

Donc g est croissante sur R et comme g(0) = 0, elle est positive sur R..
D'ou I'inégalité, pour tout x € R, :

2n+1 (_1) kflxk

In(1+X) < z—
k=1 k

d. En particularisant x = 1 dans les deux inégalités précédentes, on obtient :

U <In2<v,

Et comme les suites (uy) €t (vi,) convergent vers ¢, un passage alalimite donne :

/=In2
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Exercice 5 Quelques équations différentielles - Applications
Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants avec second membre
1 Ona sur R, ff'=0etaf+b=0, donc f est bien solution de (E) sur R.

2. Ona surR: (g—f)'=g'—f'=g'=ag+b=a(g+§) =a(g - f)

Donc g — f est solution de (Ep) sur R. On en déduit que pour tout x € R :
g(x) — f(x) = A€ ol A est une constante
D'ou: g(x) = Ae™ b
a

3. Lafonction y proposée est dérivable sur R et pour tout x € R :
Y'(X) = Aae™ = a(y(x) +2) =ay(X) +b

Doncy est bien solution de (E).

Equations différentiellesde Verhulst : loi logistique continue

1. Onposez= % (Possible car y est supposée ne pas sannuler)

Lafonction z est dérivable sur R et :

!

g Y -1

2 2

a- E=a(1—z)=—az+a
y y y

2. A l'aide dela partie précédente, on en déduit que pour tout x € R :

Z(x) = Ae ™+ 1 ol A et une constante
1

D'ol : X)= ——
ye) 1+ A

Application : Phénoménes d'évolutions : loi de Malthus & loi de Verhulst
Partie A - Loi de Malthus

1. Onapourtoutt € R, : F(t) = Nge™
2. Par définitionde T : F(T) = 2Ng = Nge™™
D'ou: T= In2
a
L. ilnz L
On en déduit : f)=NoeT =Ny2T

3. Voir ci-dessous.

Partie B
1. D'apréslesrésultats précédents:

glt) = ;t ol A est une constante
1+ Ae?

1
2. a Ona: 0,01=Ny=g(0) = —
0=90= 174
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D'ou : A=99

1
Pour toutt € R, onadonc: )= ——
90 1+99e™
b. Comme lim €*=0, il vient: lim g(t)=1
t—>+o0 t—>+o0
Deplus: 1+99€* >1

D'ou, par décroissance de lafonction inverse sur [1, +oof :
g(t) <1 pourtoutt e R.
c. PuisqueO<g<lsurR;, a>0e g =ag(l-g)sur R, onen déduit :
g >0sur R,

g est strictement croissante sur R..

y = millions de bactéries

On constate que le premier modéle (de Malthus) n'est pas bon (sauf au début) car les bactéries se développant
en milieu confing, elles ne peuvent pas se multiplier infiniment. Le second modéle (de Verhulst) a I'avantage de
bien faire apparaitre un comportement asymptotique particulier (le nombre de bactéries fini par se stabiliser).

En effet, les ressources en é éments nutritifs étant limitées, le nombre de bactéries tend a se stabiliser.
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Exercice 6 Etude d'une suite récurrente a I'aide d'une suite auxiliaire

9 3 9 2 9 2

Lasuite (v,) est donc géométrique deraison g = % . Son premier terme est vp = In(e) = 1.

1. Pourtoutne N,ona:

2. Onadonc, pour toutn e N :

1 n
—

Or: U, =9e"
1 n
D'ol : Un = ge(ZJ
) . 1\" o . 1
3. Ona: lim | = | =0 (suitegéométriquederaisonq= = € ]-1, 1])
N—+o0 2 2
D'ou lim u,=9

nN—>+x

Exercice 7 Etude del'équationIn x = x"
Soientn € N', x € ]0; +oo[et (E) I'équation : Inx= x"
1. Cetravail adéaéeéfait en cours. On acbtenu :
In x < x pour tout X € ]0, +oof
L'équation (E) n'admet donc pas de solution danslecasn=1
2. On considerelafonction f,, définie sur ]0, +oo[ par :
fa() = x" —Inx

Lafonction f est dérivable sur ]0, +oo[ (différence de deux fonctions qui le sont) et pour tout x € ]O, +oof :

401 mx"-1
() =nx"- ==
fa(¥) » .
On &, pour X € ]0, +oof :
x>0
x>0 < nx"-1>0 < x”>E o Xz o
n n

(Laderniéreinégalité éant une conséquence de la croissance de |'application t+— t* sur 0, +oo lorsque o >
0)

1 ... . .
Notons o, = % . Ains f est croissante sur [oi, +oo[ et décroissante sur 10, o] .
n

Elle admet donc un minimum en a,, qui est :

1 1,1 1+Inn
= n—=

n

n

>0(carneN)

fnlow) =

Donc f, est donc strictement positive sur ]0, +oo[.

L'équation (E) n‘admet donc pas de solutions, ceci quelque soitn e N
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Exercice 8 Comparaison entre x*et 2

Soit f lafonction définie sur ]0 ; +oo par :

() =In(2) = In(x¥)

1. D'apreslesréglesde calculs sur leslogarithmes:

f)=xIn2-2Inx

2. f(2)=In4-In4=0 e f(4)=In16-1n16=0

3. Ona:

Commex>0,ona:

On en déduit les variations de f.

FX)=In2- g: xln2-2
X

X

In2>0
fX=20< xIn2-220 <

2
X 0 N 4 +00
In2
Signede f* - 0 +
+00 +00
Variationsde f
m
4. On en déduit : fX) <0< xe[2;4]

5. Recherche des entiers n pour lesquelson a:

Cest-a-dire:

Exercice 9 Exercice avec "prise d'initiative"
Lacalculatrice donne : n°~ 2246 et € ~ 23144107 prés

On sait que pour tout réel xde R’ , on a:

En spécialisant x = T on obtient :
e

D'ol :

2
2">=n

f(n) =0
neN\{3}

Inx<x-1
T T

In (—) <=-1
e e

elnt—-e<n-e
In(r® <=

n°< €

(Voir le cours ou éudier les variations de la fonction "différence" pour retrouver ce résultat)
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Exercice 10 Moyennes arithmétique et géométrique. Comparaison

1. On éudielesvariations de lafonction f définie, sur R, par :

109 = &-x

Lafonction f est dérivable sur R et pour tout réel x on a:

f()=e1-1

On en déduit, par croissance du logarithme, que:

D'oll lesvariationsde f :

f=>0c €21 o x-120< x>1

X | —o0 1 +00
Signede f' _ 0 +
Variations
dela
fonction f 0
Lafonction f admet donc, sur R, un minimumen 1 et :
fQ=¢€"-1=0

Comme ce minimum est nul, la fonction f est positive sur R et pour tout régl x, on abien :

e t>x

g

2. En spécialisant, pour chaguei € [1, n], I'inégalité précédente avec x = —on obtient :

3. En multipliant, membre a membre les inégalités ci-dessus (tous |es membres sont positifs), il vient :

Et comme I'exponentielle transforme les sommes en produit, on peut écrire :

n
Et puisque ZEA -n=0,il vient:

i=1

Onadonc:

[14°- 113
e = —
i=1 i=1 A
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Par croissance du logarithme (les quantités en jeu éant strictement positives) :

In(A") > In(G")

D'apreés les propriétés du logarithme : ninA=ninG
Commen est non nul : INA=2InG
Et enfin par croissance de |'exponentidlle: A=G
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