FONCTIONS EXPONENTIELLES ET FONCTIONS PUISSANCES

[) Définition et conséquences

Rappelons que la fonction In est une bijection de RY dans R et que e est le nombre dont le logarithme népérien
estéga al. (Ine=lete=~ 2,718...)

Définition 1

On appelle fonction exponentielle de base e, la bijection réciproque de la fonction In. On la note exp.

On a donc I'équivalence suivante, pour tout nombre 'y strictement positif :
y=expx = X=Iny
Remarque : on verra au §6 quiil existe des fonctions exponentielles de bases différentes de e. Lorsque la base
n'est pas précisée, on sous-entend qu'il sagit delabasee.
Onadonc:
o expO=1lcarinl=0.
e expl=ecalne=1
* exp x>0 pour tout réel x car lafonction In est définie sur ]0 ; +oof.
» Puisquelesfonction In et exp sont réciproques, on a:
In(exp X) = x pour tout réel x
exp(In x) = x pour tout réel x > 0.
» Puisgue lafonction exp est une bijection on al'équivalence suivante :
EXPX=EXpY = X=Y
» Lafonction exp est définie sur R et avaleurs dans 0 ; +oo[ puisgue lafonction In est définie sur JO + oof et a
valeursdans R. Sareprésentation graphique est symétrique de celle de lafonction In par rapport ala premiére

bissectrice (droite d'égquationy = X) :

y
Cexp

Nous pouvons donc conjecturer les limites de la 3 Ay=x
fonction exponentielle aux bornes de son el
ensemble de définition : 2

lim expx=0 (puisque lim Inx=—oo) : Cin
X =00 x-0" A

lim exp x = +oo (puisque lim Inx = +cw) / : :
X e X o oo : :

; ‘ ; ‘ L 5 x

(Ces résultats seront démontrés plus rigoureusement -1 1 2 e3
au §5) -1
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II) Théoréme fondamental

Théoreme 1
Oa, b OR, expla+b)=expaxexpb

La fonction exp transforme les sommes en produits

Démonstration : on utilise le fait que lafonction In transforme les produits en somme :
In(exp a x exp b) =In(exp a) + In(exp b) =a + b = In(exp(a + b))

Et, compte tenu du fait que, pour tous réelsAet Bde R}, InA=InB équivaut AA=B, ona:

exp(a+b)=expaxexphb

Théoréme 2

Pour tout réel a et tout entier relatif p, ona:  exp(ap) = (exp a)p

Démonstration :
In((exp @)") = p In(exp &) = pa = In(exp(pa)) d'oll exp(pa) = (exp a)

Nouvelle notation pour lafonction exponentielle :

Remarquons que d'aprés |e théoréme 2, pour tout entier relatif p, on peut écrire:
p
expp=exp(lxp)=(exp1) = e’
Par convention, on posera: € = exp x, pour tout réel x (Rappel : e ~ 2,718..))
Nous allons voir que les propriétés de I'exponentielle telles qu'elles sécrivent avec cette nouvelle notation sont

compatibles avec les propriétés des puissances.

[Il) Propriétés

Propriétés
Pour tous réels x et y (sauf restriction précisée) on a:
e 1 y
ety =gt e et Y= — e ¥z — (e") =Y
e’ et
e =letel=e e >0 In e =x €™ = x (pour x > 0)

Démonstrations : en utilisant les regles de calculs sur le logarithme :
In(e*"Y)=x+y=Ine*+IneY=In(e* &) dou Y = & &

X

_ e L sy €F
In(€e* y):x—y:IneX—Iney:In(—y) dou €Y= —
e

ey

_ 1 N 1
In(e™) =-x=-Ine*=In=- dou e™= —
e e

Larelation (e")y = &Y n'apasencore de senspour y 0 R \ Z ace stade de lalegon et sera démontrée au §6.

Exemple : simplifier (¢* +e7)” —e*(1- &%)
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IV) Etude des variations de la

fonction exponentielle de base e

Théoréeme 3

Lafonction exponentielle de base e est dérivable sur R et pour tout réel xon a:

la fonction exponentielle est égale a sa propre dérivée

r

) =e

Démonstration :

Soit x 0 R. Montrons que e rappo

ex+h -t
rt — admet une limite finie (égale a €*) lorsque h tend vers 0.

ex+h_ex « eh—l

Pour tout h # 0, on ad'aprés les propriétés =€

En posant t = " nousavons: -

h h

e"-1 t-1

T Comme h tend vers 0, nous avonst qui tend vers 1.
n

. Int Lot-1 .
Or, nous savons que lim — = (In)'(1) = 1, donc lim ——=1 également.
t-1t-1 t-1 Int

h _ e><+h _ ex
D'ou l|1irTg) =1 et, par stite, l|1irTg) — =e*, Lafonction exponentielle est donc solution
' du probleme différentiel suivant :
. z X —_ X
Ce qui prouve que, pour tout réel x, nous avons (e ) =e~. y=yey0)=1

Autre démonstration (plus simple mais moins rigoureuse) :

on considére lesfonctions f et g définiessur R par f(x) =In €* et g(X) =x

Il est clair que f =g sur R. Nous aurons donc également f' =g sur R. Or f'(x) =

D'ou

]

()

eX

etg(x) =1

]

(¢ -

(Cette derniére démonstration est moins rigoureuse car €lle sappuie sur le fait que la fonction exponentielle est

I

dérivable et ne prouve que le résultat (e") =e")

Théoréme 4

Lafonction exponentielle de base e est continue et strictement croissante sur R.

Démonstration :

Le fonction exponentielle étant dérivable sur R, elle est continue sur R.

Sa dérivée (qui est €*) est dtrictement positive sur R, donc la fonction exponentielle est donc strictement

croissante sur R.

Conséquence : on al'équivalence suivante:  |e*<e’ = x<y

Cette derniére propriété seratres utile pour établir des inégalités ou pour résoudre des inéquations.

Tableau de variation :

X | —o0 +oo
signe de la dérivée e +
+o00
variation de la fonction exp
0
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V) Limites de référence

Lemme

La représentation graphique de la fonction exponentielle est toujours située au dessus de la premiére bissectrice

y=x: x < e pour tout x 0 R

Démonstration :
On considére lafonction f définie sur R par f(X) = € — x. Sadérivée f' est définiesur R par: f'(x) = e - 1.
Ona: ffX)=0 « €21« x=0

D'ou le tableau de variations suivant :

Signede f' - 0 +

Variations de f \ /
1

Lafonction f admet un minimum m strictement positif en 0: m= f(0) = -0 =1.

Par conséquent lafonction f est strictement positive pour tout réel x, d'ot le lemme.

Remarque: onaméme: 1+ x < €*, pour tout x 0 R. (Démonstration anal ogue)

Exercices:

+ Démontrer que, pour tout x 0 R*, ona:1+x+ X—22 < €.

« Démontrer que, pour tout x 0 R, ona: 2x < €. A-t-on: 3x < e pour tout x 0 R ? Soit a 0 R. En étudiant
la fonction f, définie sur R par f4(X) = € — ax, déterminer le plus grand réel a tel que : ax < €* pour tout

x O R. Interpréter graphiquement en terme de tangentes (a des courbes que I'on précisera)

« Comparer sur R, e“et x°. Puis e et x>.

Théoréme 5 Limites de I'exponentielle en —co et en +oo ;

lim e* =+ lim =0

X — +oo X —» —00

Démonstration :
D'apréslelemmeon a, pour tout x 0 R : x < €*.

Or, noussavonsque lim X = +co.

X — oo

D'aprés |e théoreme de comparaison des limites, on en déduit que I'exponentielle admet bien une limite en +oo et :

lim e* =+,
X — +oo

1

e— X

Posons X = -x. Si x tend vers —o alors X tend vers +e0, Compte tenu de larelation e =

1
= —~ housavons:
eX

. . 1 . .
lim €= lim —- =0 (puisque lim e* =+w)
X & 400

X — —00 X 5 40 e
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Lo et . « . e-1
Théoréme 6 lim —=+ lim xe*=0 lim =1
X +oo X X — —00 X-0 X
. e*
Pour toutn O N : lim ==+ lim x"e*=0
X — +oo Xn X —» —00
X X X
. e . e . e .
Exemple: lim —— = lim —x /X =+ car lim —=+0 et lim +/x = +w.
X — 400 \/; X400 X X400 X X — +00
Démonstration du théoreme 6 :
Posons X = € (donc x = In X).
Lorsgue x tend vers +oo, X tend vers +oo également, d'ou :
A ) X ~InX InX )
lim — = lim — =+o car lim — =0 avec —— >0 puisque X > 1.
X400 X X o +o0 |nx X - +o0 X X

Lorsgue x tend vers —oo, X tend vers 0 par valeurs supérieures, d'ou :

lim xe*= lim XInX=0.
X - —00 X-0
X>0

(On peut également poser X = —x et utiliser la premiére limite)
Pour la troisieme limite, nous reconnaissons |'accroissement moyen de la fonction exponentielle en 0, sa limite

0
est donc égale au nombre dérivéen 0 asavoire =1:

e-1 . e-¢ 0
lim lim =exp'0=e =1
x-0 X x-0 X—0

(Plus rigoureusement, on devrait procéder comme dans la démonstration du théoréme 3)
X

Posons X = —.
n

Lorsque x tend vers +oo, X tend vers +o également, d'ou :

n n
x x N
X X X
. e . en . en| . e - , . e
lim —= lim |—| = lim |=—| n" = lim |—| n™" =0 (puisque lim —=0)
Xoto X1 x40 | X Xoto | X X+ X Xt X
n

Lorsgue x tend vers —oo, X tend vers —oo également, d'ou :

X n X n
lim x"e*= lim {xe“] = lim {ﬁe“] n"= lim (Xex)nn”=0 (puisque xlim xe* =0)

X - —00 X — —00 X--00 | N X - —00

Conséguence des deux derniéreslimites: Soit P un polyndme différent du polynéme nul (P # 0).

X

Onaalors: = +o0 lim P(x)e*=0

lim
v [P(Y) |
La preuve est immediate puisque un polyndme est équivalent en +oo (et —c0) a son terme du plus haut degré.

En conséquence, I'exponentielle ne peut étre majorée par aucune fonction polyndme sur [0, +oo[.

Exercice : Etudier lalimite suivante ; lim

e ef-1_e'-1 - .
(On écrit smplement =T X VX €t on en déduit, par produit : Ilrrg)
X —

Jx

ef-1

Ix

:]_XO:O)
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VI) Fonctions exponentielles de base a (a > 0)

Définition 2
Soit a un réel strictement positif.

On appelle fonction exponentielle de base a, lafonction f, (notée parfois exp,) définie sur R par fo(X) = exina

On remarque que, pour X 0 Z, ona: f4(X) = a*.

xIna
e

On notera donc, par convention : a* = pour tout x = R.

On remarquera la nécessité de la condition a > 0 pour définir les fonctions f, et le r6le de la condition a > 1 pour

le sens de variation de ces fonctions.

. . . 1 .
Exemples : on considére les fonctions exponentielles f et g de bases 2 et 5 respectivement :

X
f(X) - 2X: eXlﬂZ et g(x) - (%] - e—xln2. y
Cr
Ona: 5
f(X) =In2 "2 > 0 pour tout réel x,
donc f est strictement croissante sur R.
g(x) = - In2eX"2< 0 pour tout réel x, v
donc g est strictement décroissante sur R.
Gy
-3 -2 - 1 2 3

Application : Nous avons vu lors du cours sur le logarithme néperien larelation: In aP’=plna(p O Z)

Nous pouvons maintenant étendre cette relation a tout exposant x réel :

xIna

In a*=Ine""*=xIna
Régles de calculs
Pour tousaetbde RY ettousxetydeR :
a**Y=a*a¥ a*¥= Z—; a*= a—lx (ax)y—a"y a* b*= (ah)” a_: :(%jx

Démonstrations :

. ax+y: e(x+y)|na: exlna+ylna:exlnaeylna — ax ay
xIna X
o ax—y: e(x—y)lna: exlna—ylna: € - a_
eylna ay
e aX= -xlna _ 1 - i
e><Ina ax

y xIna
« Posonsh=a*=e" Ona: (ax) = pY= @/"P= @VINE) = gwina= g

o ax bx - exlna exlnb: exlna+x|nb =ex(Ina+Inb) :exln(ab) — (ab)x

. ax _ e><Ina e
bx exInb

a X
xIna-xInb =ex(Ina—Inb) :eXIn(E) =(2]
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Conséquence : démonstration de la propriété : (e") =e" pourtousréelsxety:

on applique simplement larelation (ax)y =aYaveca=e>0.

Enigme: ou est I'erreur dans le calcul suivant :
oxl 1
1= ()= (-1 2= ((-D7)2= {(-h2 = Vi=1

Réponse : larelation (ax)y =a” n'est pasvalable pour a=-1...

Théoréme 7
Sia>1ladlors: lim a* =+o lim a*=0
X — too X — —00
Si0O<a<1ladors: lim a*=0 lim a*=+o
X — too X — —00
Sia=14dors: lim a* = lim a*=1
X - +0o X - —co
Démonstration :
Sia>1laors lim xIna=+o (puisquelna>0) dou lim a*= lim e =+
X — +0o X - +00 X - +00
Deméme lim xlna=-odonc lim a*= lim e =0.
X - —00 X — —00 X — —00
Si0<a<1laors lim xIna=-o (puisquelna<0)dou lim a* = lim /" =0
X - 0o X - +0o0 X — +oo
Deméme lim xlna=+wdonc lim a*= lim e =+,
X — —00 X — —00 X — —00
Sia=1, lerésultat est évident puisque f1 =1 sur R.
Théoréme 8
aX
S a>1laors: lim — =4
X—+o0 X
X
S 0O<a<1ladors: lim — =-c0
X — —00
Démonstration :
aX xIna xIna eX
Sia>1ldors lim — = lim = lim Ina=+o0 (puisquelna>0et lim — =+o)
X—+o X X — +0o X X - +00 Xlna X = 400 X
a* xIna xIna eX
Si0O<a<ldors: lim — = lim = lim Ina=-o (puisquelna<0et lim — =+o)
X—=-00 X X — —00 X X — —00 xIlna X o400 X

X
. : ; : a
Exercice: Soit a [0 R. Démontrer que: lim (1+—j =e?.
X - +00 X

X
a
Nous avons: (1+—] =e = e
X
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. In(1+ X
Or, lorsque x tend vers +oo, X tend vers 0 et nous savons que >|(I mo % =In(1) =1
)" aIn(l+X) 1\ %
Donc lim (1+—] = lime X =¢* Etenparticulier: lim (1+—) =e.
X - +0o X X-0 X - +00 X

Exercice: étudier lim x*.
x-0

VII) Dérivées et primitives

Théoréme 9

Soit u une fonction dérivable sur unintervalle I. Lafonction définie par e" est dérivable sur | et :

[

=

Exemples:
» Dériver lafonction f suivante sur R : f(x) = e . On obtient : f'(x) = 2x e .
« Trouver une primitive de lafonction f suivante sur R : f(x) = cosxeS"* . On obtient : F(x) = e5"*..

Démonstration :

Simple conséquence du théoréme de dérivation d'une fonction composée (voir legon sur le calcul différentiel) :
On applique laformule : (v o u)'(x) = u'(x) V'(u(x)) avec v(x) =¢e*

—at _ o—Pt
Exercice : Soient o, B O R. Etudier lalimite lorsque t tend vers 0 de: © " €

On écrit : e et e —1_ e -1
' t Tt t

Considérons lafonction f définie sur R par f(t) = €™ . Lafonction f est dérivableet f'(t) = -Ae™ .

—At —At
. . - -1 . -1
L'accroissement moyen de f en O sécrit : Fv) " AV =L . Nous avons donc llrrg © =f'(0) =-A.
—at _ o—Pt —at _ o—Pt -at _ —Bt _
Ains, % admet une limite en O et lim %: lim € : 1 e t L G- (p)=B-a.
t- to

VIIl) Fonctions puissances

Définition 3
Soit a un réel. On appelle fonction puissance la fonction f, définie sur JO ; + oo par f(X) = X

Dans la pratique, ces fonctions sétudient sans problémes en écrivant : x = e

définir fq sur]0; +oof)

. (On notera la nécessité de

minx

Exemple: fX) =x =e

Théoréme 10

Les fonctions puissances f, sont dérivables sur |0 ; +oof et :

fa®=ax

Exemple: f,/(X) =X .
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. . N 1 1 -1
Démonstration : Fo(¥) = €4 dotl fo(X) =a = M =g = X =ax
X X

Le signe de a détermine donc le sens de variation des fonctions f, :
s a>0alors f, est strictement croissante sur 10 ; +oof

s a<0aors fq est strictement décroissante sur |0 ; +oo]

. a . . .
Lorsque a >0, nousavons lim x = lim e*'"* =0 (puisque a >0 et lim Inx = —w).

X-0 X-0 X-0

x>0 x>0 x>0

Lesfonctions puissances fq sont donc (pour a > 0) prolongeables par continuité en 0. Nous pouvons donc poser
fo(0) =0, cest-a-dire: pour tout réel a > 0: 0 =0.

0
Cas particulier : lorsque a = 0, nous avons fo(X) = x = e =1 et Iin?)fo(x) = 1. La fonction fo est donc
X -

x>0

0
prolongeable par continuité en 0. Nous pouvons donc poser : fo(0) = 1, clest-a-dire: 0 = 1.

Exercice : éudier I'application f définie R} par f(x) = x°. Démontrer que la tangente & sa courbe au point

d'abscisse e coincide avec celle de I'exponentielle ala méme abscisse.

Application des fonctions puissances : racine n*™ (n > 2) : on appelle racine n™ |'application :

R,:]0; 4o — ]0; +oof Lorsque n est impair (n = 2p + 1),

1
X = xn
1
Pour x > 0, on note souvent x" = ¥/x et on al'équivalence:y = Vx = (x=y" ety>0)

on peut définir laracine ™ sur R
comme bijection réciprogque (de R

dans R) del'application X > X

1 1

. = . =Inx . 1 . .

Remarquons que lim x" = lime" = 0 (puisque —> 0 et limIn x = —). La fonction R, est donc
X-0 X-0 n X-0
x>0 x>0 x>0

prolongeable par continuité en 0 et nous pouvons donc poser R,(0) = 0, c'est-a-dire vo=o.

Représentation graphique des fonctions puissances :

a>1
y Type X2 a

O<a<1

Type /X

< Q
= o

a<0
Typei
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Propriété :
lorsque x > 1, les fonctions puissances sont "rangées’ dans le méme ordre que les exposants :

1 1
W< S < <l<yx<x< x2< x3< x"< x*< ..
X X

lorsque O < x < 1, les fonctions puissances sont "rangées' dans |'ordre inverse des exposants:

1 1
<Xt < X< xB< xP<x<ax<1< =< = <.

X X

Cette propriété se démontre aisement : soient a et 3 deux exposants réelstels que a < 3. Comparons X etx :
Ona a<p

Six>1,dorsinx>0, dou: alnx<pInx

. . . . <. B
Et comme I'exponentielle est une fonction strictement croissante : €% < ®"X clest-a-dire X < X.

Par contre, s 0<x<1,dorslnx<0,dou: alnx>pInx
. . . o B
Et comme I'exponentielle est une fonction croissante : €' > &PI"* clest-adirex > X .

Voyons maintenant comment dériver une expression du type u

Théoréeme 11

Soit a un réel et u une fonction strictement positive et dérivable sur un intervallel.

r

Lafonction définie par U est dérivablesur | et : (u“) =au u'?

! 1 1
o o a-1

, . N u u ,
Démonstration : u = e dou (u“) =g— &™=g—u =auu
u u

Théoreme 12

Soit a un réel différent de —1 et u une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle .
ua +1

a+l

Une primitive de lafonction définie par u' u® sur | et :

o+1

Démonstration : on utilise le théoréme 9 en dérivant I'expression 1
o}

Exemples:
« Déterminer une primitive de lafonction f définie sur R par f(X) = x/ x> +1.

3
1 5 3

» Déterminer une primitive de lafonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = Jx.
o+l

+1°

. 1 u
Lafonction f est delaforme f = u' u® avecu(x) =xeta = 5 DoncF = "

xVx .

Ontrouve: F(X) =

N‘w|>l<\a\w
wlN
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IX) Croissances comparées

Théoréme 13

Pour tous réels a et 3 strictement positifs et pour tout réel a> 1 :

. (Inx)® . Inx

1. lim u:Oetenpartlculler lim — =0
X — oo X X — oo Xa
NGO L -

2. lim u:+ooetenpart|culler [im —=+o0
X—+0  x@ X 40 ¥4

3. lim x%(Inx)P = 0 et en particulier lim x¥Inx=0
0 50

4. lim x%(@™*)P=0etenpaticulier lim x%*=0

X — +0o X - +0o

Ce théoreme étant techniquement difficile a retenir, on lui préfére parfois la régle suivante (a formuler avec
minutie) :

Pour les produits ou quotients indéterminés ne faisant intervenir que des exponentielles (de base a > 1), des
puissances et des logarithmes (ou des puissances d'exposants positifs de ceux-ci) I'exponentielle "I'emporte" sur
les puissances qui €lles-mémes"|'emportent” sur le logarithme...

Ces résultats prolongent ceux déja établis dans les paragraphes "limites de références’ (n°5 dans la présente
lecon et n°4 dans le legon sur le logarithme népérien)

Démonstration :

In X
1 (Inx)P _ finimo Pinlnx)-alnx  _ BinX-aX _ eX(BT_O‘)
: NG - eorlnx - X =Inx -
InX InX x(p"2 -]
Or, lim B——-a=-a(<0)donc lim X(B——a]:—oodonc lim e * X =0
X — +00 X X = +o0 X X 5 400
ce o (Inx)P N
onendediit fim ™% —0 puis 1im "X -0 (3=1)
X — oo X X — +oo Xu
Inx
(ax)B — eBxIna_ XIlna-alnx _ x(BIna—uf]
2. NG - eorlnx _eﬁ =€ X
. |
Or, lim Blna—aﬂzﬁlna>0(cara>let[3>l)
X - +00 X
nx
x| BlIna—a—— X\B X
On endéduit lim e( X)=+00CIe§-é.-dire lim @) =+oo puis lim e_=+oo(a=eet[3=1)
X — +0o X — +oo XG X — +00 XG
3 Xa(|nx)B M
' x-l XC
X

Or, si x tend vers 0 par valeurs supérieurs, X tend vers +co. On adonc :

lim

- B
Enx)” I;(‘;() = =0daprés1.
— +o0o

. . -)P(nX)P
lim x*(Inx)P= lim ED7InX)"
Xx-0 X — 400 a
x>0

Inx
4. Xu (a—x)B: eulnx—xBIna: eX(GT_BIna]
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or, lim aInTX—BIna:—BIna<0(cara>1et[3>0)

X — +oo

x(aln—x—ﬁlna]

Onendéduit lim e* * =0cest-adire lim x*@™)? =0puis lim x%¢*=0(a=eetf=1)
X — +0o

X — +0o X — +oo

Exemples:

(Inx)™
e Jx

1000

=0(caslavecp=Tmeta = %)

lim
X — +00 LO]_X

=0 (casd4avec o =1000,a=1,01 3 =1) (imprévisible avec une calculatrice!)

X) Complément : fonctions ch et sh

Définition 4
On définit les fonction ch (cosinus hyperbolique) et sh (sinus hyperbolique) par :

ef+e e -e™*
chx= — et shx= — pour tout x 0 R

Ces fonctions sétudient sans peine et I'on a notamment : ch' x=sh x et sh'x=chx.
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