‘ FONCTION LOGARITHME NEPERIEN \

On avu dans le chapitre sur les primitives que toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives sur
I. Lafonction "inverse", définie sur JO ; +oo[ par f(X) = —, admet donc des primitives. Parmi ces primitives F,
X

gue nous ne sommes pas capables d'expliciter, une seule vérifie la condition F(1) = 0. C'est précisément cette
fonction F qui Sappelle logarithme népérien. De cette définition se dégagerons progressivement diverses

propriétés qui finiront par nous éclairer largement sur cette fonction logarithme.

[) Définition et conséquences

Définition
On considere la fonction f définie sur l'intervalle ]0 ; +eo[ par f(X) = % (restriction de la fonction "inverse" a

]0; +oo[). Lafonction |ogarithme népérien notée In est la primitive F de f telleque F(1) =0

Conséguences immédiates :

» lafonction primitive est définie sur le méme intervalle que la fonction considérée, donc la fonction In est
définie sur ]0 ; +oof

« In())=0

» lafonction In est dérivable sur ]0 ; +oof et (InX)' = % pour tout x 0 ]0 ; +oo[

» lafonction In est continue sur ]O ; +oo[ puisque dérivable sur cet intervalle

» lafonction In est strictement croissante sur ]0 ; +oo[ puisgue sa dérivée est strictement positive sur cet

intervalle, ce qui permet une premiére esquisse de son tableau de variations :

x| 0 1 +00

. o1
signe de ladérivée — +
X

variation de lafonction In /6‘/

e ainsi, nous en déduisons également le signe de lafonction In :
INx<0 < 0<x<1
INX=0 = x=1
INX>0 = x>1
» lafonction In étant strictement croissante et continue, elle réalise une bijection de ]0 +oo[ sur l'intervalle
image (que nous préciserons ultérieurement). On en déduit que pour tousréelsaet bde]0; + o[, 0na:
e Ina=Inb = a=b
* Ina<inb < a<b
En effet, s a=b dorsil est clair que In a = In b. Pour la réciproque, voir |'annexe sur le raisonnement par
contraposition et le raisonnement par I'absurde.
De méme, s a < b aors (stricte croissance du In) In a < In b. Pour la réciproque, voir I'annexe sur le

raisonnement par contraposition et le raisonnement par |'absurde.
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Exercices:

» Ensemble de définition desfonctions f et g définiespar : f(X) =In(x+3) et a(x) = In(x2 -xX-2)
» Dériver lafonction f définiepar: f(X) =3 -x+Inx.

o Déterminer la primitive F delafonction f définiesur 0 ; +oo[ par f(X) =2 - X - % telleque F(1) = 2.

* Résoudrel'équation In(x — 2) = 0 et I'inéquation In(x — 2) < 0.

» Résoudrel'équation In(2x + 1) = In(3 — x).

II) Théoréme fondamental

Théoréme 1
Pour tous réels a et b strictement positifs : In(@b) =Ina+Inb

(la fonction logarithme transforme les produits en somme)

Remarque : Si a et b sont strictement négatifs, on a une relation analogue : In(ab) = In(-a) + In(-b), et plus
généralement, pour tousréelsa et b de R : Infab| = Infa| + Injb).
Démonstration : pour tout réel a strictement positif, considérons lafonction G définie sur |0 ; +oo[ par :
G(x) =In(ax)
Lafonction G est dérivable (G est une composée de fonctions dérivables: G=vouavec u(x) =axetv=1n), et :

1 1
G(x)=ax —=—.
) = X

Lafonction G est donc une primitive de lafonction inverse tout comme lafonction In. Elles différent donc d'une
constantec : G(X)=Inx+c
In(ax) =Inx+c
Calculonslaconstantec:six=1,ona:lna=Inl1l+c=0+cdouc=Inaetfinalement :
In(ax) = Inx + In a pour tout réel x 0 ]0 ; +oo]

Conséquences : pour tous réels a et b strictement positifs :

|n%=-lnb Ingzlna—lnb InaP=plna(pO2Z) |nJ_:%Ina

Démonstrations:
O=Inl=In(bx 1):Inb+lnld'oUIn 1:—Inb

b b b
In E:In(a>< 1):Ina+ln 1:Ina—lnb

b b b
Sip>0aorsin aP=In(axax..xa)=Ilna+Ina+..+Ina=plna
Sip<Oalorsin aP=In épz—ln(a‘p)z—(—p)lnazplna
a

Larelation In aP = p In a sera étendue atout réel p au chapitre suivant.

Ina=In (\/Ex\/g):ln \/§+In \/_ =2In \/E d'otIn \/Ezélna
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ll) Etude de la fonction In

1) Limites aux bornes de I'ensemble de définition ]O ; +oof

Théoréme 2

lim Inx=-o0 lim InXx =+

X-0 X - +00

x>0
Démonstration : Lareprésentation graphique
- . Ly , . de In admet donc une
Etablissons, pour commencer, le deuxieéme résultat : asymptote verticale d'équation

. . p . p . x =0 mais n‘admet pas
Soit p un entier naturel. Onaln2 =pln2. D'ou I|r11 In2 = I|n+1 pin2=-+co, d'asymptote horizontale.
p — +o00 p — +00

Soit x un nombre réel tel que x > 2", Lafonction In est strictement croissante, doncInx = In 7
Passons alalimite (théoreme de compatibilité avec I'ordre s f < g aorslimf < limg):

. . P
lim Inx=> lim In2

X - +00 p_.+oo

. P .
Or, lim In2 =4 donc lim Inx=+co.

pa+oo X — oo

Le premier résultat en découle simplement par changement de variable :

. . 1 .

limInx= Ilim In ==- lim InXx=—oo,
X-0 X — 400 X X — 400

x>0
Théoréme 3

Lafonction In est une bijection (strictement croissante) de]0 ; +oo[ sur R.

Démonstration :

La dtricte croissance et la bijectivité ont déja été établies. En outre, comme Iim0 Inx=-c0 et lim Inx =+ et
X - X — +0o
x>0

comme lafonction In est continue, elle prend toutes les valeurs intermédiaires entre —oo €t +oo. L'intervalle image

de]0; +oo par lafonction In est donc R.

2) Lenombre e

Puisque lafonction In est une bijection de 0 ; +oo[ dans R, pour tout réel A I'éguation In x = A admet une unique

solution dans ]0 + oof.

Définition

On note e I'unique solution de I'éguation In x = 1. Ce nombre e sappelle base du logarithme népérien.

OnadoncIne= 1. Le nombre e sobtient avec une calculatrice avec latouche [€'| et x = 1. On obtient e =~ 2,718...

Plus généralement, In e = p In e=p, relation pratique pour larésolution des équations:
In(x + 3) =9 pour x> -3
In(x+3)=In¢e’
x+3=¢

x=¢e’ -3 =~ 8100
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3) Représentation graphigue de lafonction In

IV) Limites de références

Lemme

La représentation graphique de la fonction In est toujours située sous la premiére bissectrice (y = ) :

In x < x pour tout x >0

Démonstration :
On considere lafonction f définiesur | =]0; +oo[ par f(X) =x — In x. Sadérivée f' est définie sur | par :

1_ x-1

FO9=1-

X X

Onaf'(x) >0si et seulement si x> 1 d'ou le tableau de variations de f :

X 1 +00

0
Signede f' -
Variations de f

Lafonction f admet un minimum m strictement positif en1: m=f(1)=1-In0=1.
Par conséquent lafonction f est strictement positive pour tout réel x positif, d'ou le lemme.
Remarque : onaméme: Inx < x — 1, pour tout x (0 ]0 : +oo[. (Démonstration analogue)

2
. . X
Exercice : démontrer que, pour tout x [1]0 ; +oo[, ONa: x - el <In(l+x) <x

Théoréme 4
. Inx . .
lim —= =0 lim X =0 (OnON')
X — +00 X X -+ X
lim xInx=0 lim X Inx=0 (OnON")
X-0 X-0
x>0 x>0
x-1 X—=1
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Démonstration :

D'aprés le lemme, on peut écrire, pour tout x>0 : In Jx < Jx Autre méthode : on compare avec une intégrale :
1 |nx:J’X1dt< J’Xidt<2 X -2
EInX< Vx 1t 1t Vx
| 2 XXX
0< M<_
x  x
. 2 - L . Inx
Comme lim —=0, on a, d'aprésle théoréme des gendarmes, lim ——=0.

X - +00 \/; X — +00 X
On en déduit, comme simple conséquence que pour n > 2 :

. Inx . 1 Inx . 1 . Inx
lim —= lim — —=0ca |lim —=0et lim —=0.
x40 XN xo4o ¥ x X400 xN71 X—+0 X

Etablissons maintenant |a limite suivante al'aide d'un changement de variable du type X = % :

lim xInx="lim iIn(iJ: lim (_In_xj = 0 d'aprés ce qui précede.
x_,é) X o +00 X X o +00 X
X>

On en déduit, comme simple conséquence que pour n > 2:

3 n . n-1 . n-1 3

Iimx Inx= Ilim x xInx=0ca Iim x =0e lim xInx=0.
Xx-0 X-0 X-0 X-0

x>0 x>0 x>0 x>0

Enfin, pour la derniére limite, on reconnait le |'accroissement moyen de la fonction In en xg = 1. La limite est

. i . 1
donc égale au nombre dérivé de lafonction In en X, soit Z :

lim X = X2 g Loy
x-1x-1 x-1 x-1 1

InL+h) _

lou Iim xln(1+1j =1

Notons que cette limite peut sécrire sous d'autres formes: rI1i n?)
- X — +oo X

Corollaire

. N . L. Lo s . In
Pour toute fonction polynéme P de degré supérieur ou égal a1, ona: lim = X) =0
X — +oo X

Démonstration :

n
Soit n 0 N* le degré de P. Notons P(x) = z:apxp (avec a, # 0)
p=0
Comme la limite en +c d'une fonction polyndme P est égale a la limite de son terme de plus haut degré, nous

Inx

. Inx . . Inx
avons: lim = lim ——=0puisque lim —=0.
x-+0 P(X) X — +00 aan X—+0 X"
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Exemples:
- +
Etudier lalimite suivante jjm N+

X — +00 X

Aucune limite du théoréme 4 semble convenir pour une telle limite. Cependant, on sent bien un air de famille

- Inx - L . - . .
avec la limite de — en +. L'idée consiste a sy ramener via l'artifice suivant puis un changement de
X

variable:
In(x+1) _ In(x+1)>< X+1
X X+1 X
+ +
Or, lim X—lzlet lim In(x+1) _ lim In—X=0...(Onajustepos;éX=x+1ainsiX - +00)
Xotw X X-t+o  X+1 Xotw X
+
D'ou, par produit, lim M:0
X - +00 X
I - . . Inx
Etudier lalimite suivante : lim —
X — +0o \/;
En remarquant quex:(\/;)z, Nnous avons : Inx _ 2Inyx
x  Wx
En posantX:& (X - +o), nous obtenons:
fim X< i 20X 10X

X — 400 \/; X — 400 ,\/; X 5 40

Par un raisonnement analogue, montrer que: lim JxInx=0
x- 0"

IV) Dérivées et primitives

Théoréeme 5

Soit u une fonction strictement positive et dérivable sur un intervallel.

Lafonction définie par Inu est dérivablesur | et : (Inu)' = %

Démonstration : conséquence du théoréme de dérivation d'une fonction composee.

Théoréme
Soit u une fonction dérivable sur unintervallel.

N u
Une primitivede — sur | est : I
u

Démonstration : on utilise le théoréme précédent en dérivant Inju|. On distinguera les intervalles ot u > 0 de ceux

ouu<o.
Exemples:
2
. Dériversur]0;+oo[:f(x):ln(x +1]=In(x2+1)—lnx.Onobtient:f'(x)= 22"1—%.
X+

* Trouver une primitive F de lafonction inverse sur l'intervalle]—oo ; Of :

Solution : F(x) = In(~x). En effet F'(x) = _'-1: %
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I T T .
e Trouver une primitive sur]—E; > [ delafonction tangente :

Posons f(x) =tan x. On a f(x) = %: - %avec u(x) = cosx > 0 sur ]—g; g[. D'ou une primitive de la

fonction tangente : F(x) = - In cos x.

Quelques themes :

« Etudier et déterminer une primitive de lafonction f définie sur ]O ; +oo[ par f(t) = tnt Ii]t .

+ Etudier lafonction G définie sur ]1 ; +oo[ par G(t) = In (Int) et lafonction F définie sur ]0; 1[ 0 ]1 ; +oo[ par
F(t) = In [In(t)].

+ Etudier lalimite quand x tend vers +o de In x — In (In X).
« Etudier lesfonctionsx > Inx £/x% 1],

S L e e
» Exemple d'équation transcendante admettant une racine évidente : on considere I'équation (E) : In x = —.
X

. e . . L I
Montrer que lafonction f : X > Inx — — est strictement croissante et préciser ses limitesen O et en +c0. En
X

déduire que I'équation (E) admet une unique solution que I'on précisera.
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