Probléme sur les exponentielles

Partie A Résolution d'une inéquation comportant des exponentielles

Résoudre I'inéquation : 2e*-12e*+10=>0 [On pourraposer X = €]

Partie B Etude d'une fonction comportant des exponentielles

Soit f lafonction définie, sur R, par :

f(x) = e®-12€* +10x + 11
On note C; sa courbe représentative dans un repére orthonormal .
1) Calculer f(0).
2) Etudede f en +co.
a) Démontrer que, pour tout réel x, on a:
f(x) = € (- 12) + 10x + 11
b) Endéduirelalimitede f en +o.
3) Etudede f en —oo.
a) Déterminer lalimite de f en —.
b) Soit A ladroite d'équation : y = 10x + 11.
i) Démontrer que A est asymptote alacourbe C; en —co.
ii) Etudier, sur]-o ; 0], laposition de A par rapport & Cy.
4) Etude desvariationsde f.
a) Caculer ladérivée ' def.
b) A I'side delapartie A, dresser le tableau de variations de f.
5) Tracer A et C;. (Unités graphiques : 5cm en abscisses et 1cm en ordonnées)
6) Démontrer que I'éguation f(x) = 0 admet une unique solution a dans[2 ; 3]. Déterminer une valeur approchée

de o 21072 prés par défaut.

Partie C Un calcul d'intégrale

1) Déterminer une primitive F de f.
In8
2) Calculer lavaeur exacte de l'intégrale : = .[o f(x) dx

3) En déduire I'aire, en o, du domaine D délimité, par I'axe des abscisses, la courbe C; et les droites verticales

d'équation x = 0 et x = In 8. (On arrondira le résultat final 0,1 cm?)
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Corrigé du probleme sur les exponentielles

Partie A Résolution d'une inéguation comportant des exponentielles

2
Posons X =€* . Ainsi, X* = (ex) = e et I'inéquation proposée est alors équivalente a:
2X*-12X+10> 0

C'est une inéquation du second degré (aX2 +bX+c>0)aveca=2,b=-12etc=10.

Lediscriminant A est : A=b’-4dac=(-12)>-4x2x10=64
Lediscriminant A éant strictement positif, le trindbme 2X? — 12X + 10 admet deux racines distinctes :
-b-vA 12— -b+vA 12+
X1 = b \/_ = 8 =1 et X2 = b \/_ = 8 =5
2a 4 2a 4

Delarelation: aXx’ + bX +c= a(X — X)) (X = X,), on déduit la forme factorisée de notre inéguation :

2(X-1)(X-5)>0
Et comme X =¢*: 2(e*-1)(e*-5 =0

On détermine I'ensemble S des solutions de I'inéquation al'aide d'un tableau de signes::

X | —o0 0 In5 +00 Calculs et justification des signes
signede e* -1 - 0 + + € -120+- € >1 < x2Inl = x>0
signede e -5 - - 0 + e -520 < € =25 < x>In5
signe du produit + 0 - 0 +

Bilan : S=]-00;0] O[In5; +oof

Partie B Etude d'une fonction comportant des exponentielles
Soit f lafonction définie, sur R, par :
f(x) = e®-12€* + 10x + 11

1) f(0)=e’-12e°+10x0+11=1-12+11=0.
2) Etudede f en +oo.

a) Comme e®*= e x e*, on obtient, en factorisant les deux premierstermes de f(X) :

fX)=e"xe*-12e*+10x+11= " (e -12) + 10x + 11
b) Ona:

lim e =+w

X — oo

lim (e*—12) =+

X — +oo
Donc, par produit : lim € (€* - 12) = +oo.
X — oo
Enoutre: lim (10x + 11) = +co.
X — +oo

Donc, par somme: lim [e*(e* - 12) + 10x + 11] = +,
X — +oo

Conclusion : la limitedelafonction f en +co est +co.

Remarque : cette limite n'étant pas finie, la courbe C; n'admet donc pas d'asymptote horizontale en +co.
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3) Etudede f en —o.
a) Ona:

[ lim €=0 (car = &*x & & lim €& =0)

X > —00 X — —00

< lim -12e* =0

X - —00

| Jim (10x+11) = oo

X - —00

Donc, par somme: lim €®*-12e* + 10x + 11 = —0

X - —00
Conclusion : la limitedelafonction f en —oo est —co.
Remarques :
+  On peut également obtenir ce résultat en travaillant avec I'écriture : f(X) = €* (€ —12) + 10x + 11.

» Lalimitede f en —oo n'étant pasfinie, la courbe C; n'admet donc pas d'asymptote horizontale en —co.

[ itedé ion:y= +11.
b) Soit A ladroite diequation -y = 10x + 11 Note: f(x) —y représente "|'écart vertical" entre la

courbe Cj et ladroite A aux points d'abscisse x

i) Etudionslalimiteen —oo de f(x) - y:

Dga ona: f(X)-y=e®-12€*+10x+ 11 - (10x + 11) = e~ 12¢*

Or, onavu (question [B2b]) que: lim (e®*-12¢€*)=0
X - —00
Onadonc: lim [f(x) - (10x+ 11)] = 0.
X - —00

Lorsgue x tend vers —oo, les nombres f(x) sapprochent donc des nombres 10x + 11.
Autrement dit :

Lorsgue x tend vers —oo, |es points de C; sapprochent donc des points de A.
Conclusion : ladroite A est asymptote (oblique) a la courbe Cy en —oo.

ii) Etudions, pour x < 0, lesignede f(X) -y :

Ona: f(x) -y=e®*-12e5= e (e* - 12)
Or, on sait que, d'une part : €* > 0 pour tout réel x
Et, d'autre part : e - 12 <0 pour tout réel x < 0.

(Eneffet:x<0 = < e’ = <1 = <12 = e-12<0)
On peut donc affirmer: ~ €*(€*-12) <0 pour tout réel x < 0
Cest-adire: f(X) —y<Opourtoutréel x< 0
f(X) <y pour tout réel x < 0
Cy est en dessousde A sur |- ; Q]
4) Etude desvariationsde f.
a) Nous savons que : (e")' = u'e" pour toute fonction u dérivable. En particulier avec u(x) = 2x, nous
obtenons : () = 2e*
On en déduit : f'(X)=2e* -12€* +10
b) D'apreslapartieA,ona: f'X) =0 « xO]-; 0] O[IN5; +oof
On en déduit le tableau de variation de f :
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ladérivée
f

def

+ 0 -
0
Variations / \
-0 10In!

+00
0 +
+o00
o /

Lafonction f admet un maximumen 0 : f(0) = 0 d'apréslaquestion [B1]

Lafonction f admet un minimi
f(In5) = " - 12"+

5) Représentation

graphique

umenin5:

10in5+11= "®-12x5+10In5+11=25-60+10In5+11=10In5-24




6) Utilisons le théoréeme de bijection :
» Lafonction f est continue sur R (puisque dérivable sur R) donc continue sur l'intervalle[2 ; 3].
« Lafonction f est strictement croissante sur [In 5 ; +oo[ donc également sur l'intervalle[2 ; 3].
« Ona:f(2=2e*-12e?+31~-307<0 et f(3)=2e°-12e>+41 ~ 203,40 > 0.
Donc I'éguation f(x) = 0 admet une unique solution a dansl'intervalle[2; 3].
On peut localiser a al'aide de tableaux de valeurs

Tableau a10™ prés en abscisses:

X 2 2,1
f(X) -307<0| 069>0
On adonc |'encadrement suivant : 2<0<21

Tableau & 107 prés en abscisses::

X 2 2,01 2,02 2,03 2,04 2,05 2,06 2,07 2,08 2,09
f(¥) -3,07 -2,76 -2,43 -2,09 -1,74 -1,37 -0,99 -060 | -0,18<0 | 0,25>0
On adonc |'encadrement suivant : 2,08<a<209

Une valeur approchée de o 41072 prés par défaut est : 2,08.

Partie C Un calcul d'intégrale
1) Nous savons qu'une primitive de u' e est €". En particulier, (avec u(x) = 2x), une primitive de 2xe?* est

. . L 1
e?* . Endivisant par 2, on obtient : une primitive de ®* est 3 e,

On obtient alors: F(x) = % - 12X+ 5x%+ 11x
(On achoisi une constante k = 0)

2) Ona: | = J';nsf(x) dx = F(In 8) - F(0)

F(In8) = % e?"® - 12"+ 5(In8)?+ 11In 8 = %x 64-12x8+5(In8)?+11In8=-64+5(n8)*+11In 8

FO)= 1-12=-2
2 2

D'ol | =5(In8)?+11In8 - %5 ~-8,0141072prés

3) L'aire, en u.a (unite daire), du domaine D délimité, par I'axe des abscisses, la courbe C; et les droites

verticales d'équation x = 0 et x = In 8 est donnée par —I. Attention au signe! L'intégrale d'une fonction positive
. R 2 correspond aune aire. Lorsgue lafonction est négative, I'intégrale
Or, ici : 1 u.a correspond a5 cm”. est négative... Pour obtenir I'aire, on change de signe!
. ) 505 . , .
Donc Aire(D) = -25(In 8)° — 55In8 + - =~ 40,0 cm”a 0,01 cm* pres
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