‘ PROBABILITES (discrétes) \

Rappel : soit Q I'univers associé a une expérience aléatoire. (Ensemble de toutes les issues ou futurs possibles).
Dans notre étude, Q est un ensemble fini. Les éléments de 0 (Q) sappellent des événements. En particulier, les
singletons de O (Q) (qui sidentifient aux ééments de Q) sappellent les événements élémentaires. Une
probabilité P sur Q est une application de 0 (Q) dans [0 ; 1] qui vérifie les deux conditions : P(Q) = 1 et
PALOAO..0A) =P(A) + P(Ay) + ... + P(A,) pour toute famille Ay, Ay, ... A, d'événements deux a deux
digoints. (Propriété d'additivité). Letriplet (Q,00 (Q), P) sappelle alors un espace probabilisé discret.

I) Probabilités conditionnelles

1) Exemples et définition

Exemple : un joueur tire au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes.

On considére les événements suivants:

F ="lacartetirée est une figure"

R="lacartetiréeest unroi"

1) Cdculer P(F), P(R) et P(R n F) (ou P désigne la probabilité correspondant a I'équirépartition)

2) Lejoueur affirme: "lacartetirée est une figure'. Quelle est alors la probabilité que ce soit un roi ?
Solution:

1) Ici, l'univers Q est constitué de 32 événements élémentaires équiprobables. On adonc :

= CHUF) 12 3 oo CadR) _ 4 1 oo o CadRaF)_4 1
T Cad(Q) 32 8 T Cad(Q) 32 8 T cadQ 32 8

2) Maintenant, nous n'avons plus I'équiprobabilité sur Q. Les seuls événements de probabilité non nulle sont
ceux qui sont constitués d'une partie des 12 figures du jeu de cartes. Nous alons choisir une nouvelle
probabilité P- qui sera nulle pour les événements éémentaires ne correspondant pas a une figure et
équirépartie pour les événements élémentaires correspondant & une figure. Pour déterminer la probabilité que
la carte soit un roi, nous devons seulement considérer les rois qui sont des figures, donc compter les éléments
deRn F, s bienque:

P(R) = Cad(RnF) _ 4
YT cad(F) 12

1
3

La probabilité Px(R) sappelle la probabilité conditionnelle de R par rapport a F. On la note encore P(R|F)
ou RJF représente I'événement "R est réalisé’ sachant que F est réalisé.

P(Rn F)
P(F)

Nous remarquons que P(RJF) = . Généralisons ce résultat :

Théoréme 1
Soit une expérience aéatoire d'univers Q (avec Q de cardina fini), P une probabilité sur Q et B un événement
non P-impossible. L'application Pg de 0 (Q) dans [0 ; 1] définie par

P(An B)

Pg(A) = P(B)

pour tout A 0 O (Q)

est une probabilité sur Q.
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Démonstration :

P(Qn B) _ P(B) -1
P(B)  P(B)

Ona: Pg(Q) =

Soient Ag, Ay, ..., A, des événements (donc des ééments [ (Q)) deux adeux digoints. On a:
A0 Ao
_ i=1 _ i=1
PB{QA]_ P(B)  P(B)

Or, les événements A, n B sont deux a deux digjoints puisgue les A; le sont, donc :

P[LnJAi n B]: Zn:P(A n B)
i=1

i=1

D'ou :

oy XPANE L
PB(UA]: =1 = Z (A2 ): ZPB(AS)
i=1

P(B) 4 P(B)
L'application Pg est bien une probabilité, e théoréme est donc démontré.

i=1

Définition 1
L'application Pg ainsi définie sappelle "probabilité B-conditionnelle”. On note souvent (et abusivement) AB
['événement "A est réalisé" sachant que B I'est. On note aussi P(A[B) eu lieu de Pg(A). Onaains :

P(An B)

PAB) = 5 o5

Remarques::
» larelation ci-dessus est trés utile également dans I'autre sens :
P(A n B) = P(A|B) P(B) (= P(B|A) P(A))
+ |'événement contrairede A |Best A |B ("An'est pasréaisé" sachant que B I'est).

P(A)

» casparticulier : s A0 B. Alors, P(A) < P(B) et P(A n B) = P(A). D'ou P(AB) = P(B)

Exemple:
Le tiers d'une population a été vacciné contre une maladie. Au cours d'une épidémie, on constate que, sur quinze

malades, il y a deux personnes vaccinées. Le vaccin est-il efficace ?

Pour le savoir, on compare la probabilité d'étre malade P(M) avec celle d'étre malade sachant que I'on a été

vacciné P(M|V).
(M) On peut aussi comparer P(M|V) et P(M|V ),
Ona: P(V) = % et P(V|M) =

ontrouve: P(M|V ) = 3,25 P(M|V)

2
15
2

PMIV) =

P(MnV) _ P(VIM)P(M) _ £ x3P(M) = EP(M)
P(V) P(V) 15 S

On aP(M|V) < P(M). Le vaccin est donc efficace.
On suppose de plus que sur cent personnes vaccinées, huit sont malades. Quelle est la proportion de malades

dans la population ?
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8 2
Onadonc: PMMM) = —= —
MM 100 25
2 . 1
Or, P(M|V) = 5 P(M) dou: P(M) = G
I1'y adonc 20% de mal ades.

2) Indépendance de deux événements

Définition 2

Soit P une probabilité sur un univers Q. On dit que deux événements A et B (nhon impossibles) sont P-

indépendants si laréalisation (ou non) de I'un n'a pas d'influence sur la probabilité de réalisation de l'autre :
P(A|B) = P(A) ou P(BJA) = P(B).

Conséquence : soient A et B des événements non impossibles.

* Si Aet B sont indépendants, aors : Ne pas confondre I'indépendance et
P(A0 B)=P(AIB) P(B) =P(A) P(B) |5 bn ceun déct o onconddie

» Réciproquement, s P(A n B) = P(A) P(B) alorson a: é’?;??ggffoggﬁ:nu:o?gg:ge
P(AIB) P(B) = P(A) P(B) doll P(A]B) = P(A)  |TTPar" o Ao & sont neorpestles

P(B|A) P(A) = P(A) P(B) diotl P(B|A) = P(B) P(B) =0.5aarsqueP(A n B) =0)

Les événements A et B sont donc indépendants.

Ce qui fournit un bon critére pour savoir s deux événements sont indépendants :

Théoréme 2

Deux événements A et B sont P-indépendants si et seulement s P(A n B) = P(A) P(B)

Exemples:
» Onlance deux dés et on désigne par A I'événement "le premier dé améne un nombre pair", par B I'événement
"le deuxiéme dé amene un nombreimpair” et par C I'événement "les deux dés améenent un nombre pair”.

1

Ona:P(A):%;P(B):E ;P(C):% i P(AN B):% i P(AN C):% i P(B n C)=0. (Arbres)

Onconclut: A et B sont indépendants; A et C sont dépendants ; B et C sont dépendants.

¢ On lance une piéce deux fois de suite et on considére les événements A; = "FACE au premier lancer” et
A, ="FACE au second lancer”. OnaQ = {FF ; FP ; PF ; PP}. P(A) = 0,5 ; P(A;) = 0,5 ; P(A; n A;) = 0,25.
L es événements sont indépendants, ce qui est rassurant.

¢ Deux événements A et B non impossibles et incompatibles sont toujours dépendants puisque P(A n B) =0 et
P(A).P(B) # 0.

Remarque : il faut ére méfiant avec la notion d'indépendance. Deux événements peuvent intuitivement sembler
indépendants sans pour autant I'étre aprés calculs. Par exemple, considérons |'expérience suivante :

Quiatre lots sont répartis entre 5 personnes Py, ..., Ps de la fagon suivante : chagque lot est attribué par tirage au
sort d'une personne parmi les 5.

L'univers Q de cette expérience aléatoire est I'ensemble des 4-listesde {P; ; ... ; Ps}. Il yena5*.
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Pour tout k 00 |1 ; 5], notons Ey I'événement décrit par "la personne Py ne regoit aucun lot".

Les événements E,, 1 < k < 5, sont-ilsindépendants ? Réponse : non.
En effet, soient h et k distincts compris entre 1 et 5.
L'événement E, est constitué des 4-listesde {P; ; ... ; Ps} \{P}. Il yena4®.

4 4
Avec la probabilité uniforme P sur Q, ona: P(Ey) = :7 . Deméme P(E) = ;17 .

Ex n E, est constitué des 4-listesde {P; ; ... ; Ps} \{Px; Pp}. Il yena34. Donc P(Ex n Ep) = :4—;

4 4
Et comme P(Ey).P(Ep) = :7 x 2—4, ona: P(Ex n E) # P(EY).P(Ep)

3) Formule des probabilitéstotales

Théoréme 3
Si des parties (non vides) By, B, ... , B, congtituent une partition d'un univers Q muni d'une probabilité P, alors

pour tout événement A, on a:

P(A) =Y P(An B) = D P(AIB,)P(By)
k=1 k=1

Démonstration :

n
LesensemblesA n B, An By, ..., A n B, constituent une partitionde A: A = H An By (union digointe).
k=1

n n
D'aprés |"additivité de la probabilité pour les ensembles digointson a: P(A) = P[H An Bk] =Y P(An By)
k=1 k=1

n
Et comme P(A n By) = P(A|By) P(By) pour tout entier ktel quel < k< n,ona: P(A) = Z P(AIBy) P(By) .
o) k=1

Remarques :
» La formule des probabilités totales reste vraie s By, By, ... , B, sont des événements deux a deux

n
incompatibleset si A O Ua .
i=1
« Onaen particulier : P(A) =P(An B) + P(An B)

Exemples:
* Reprenons I'exemple de I'épidémie et cherchons la probabilité qu'une personne non vaccinée tombe malade :

Nous cherchons donc P(M|V ). Il est clair que V et V constituent une partition de I'ensemble de la
population. D'aprés la formule des probabilités totales, on a: P(M) = P(M|V) P(V) + P(M|V ) P(V ), d'ou :
1 2 1

PV ) = P = PIMV)PWY) _ 57257 3_13_ ¢
1- P(V) 2 50
3
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» Lefeu tricolore. Un automobiliste arrive a proximité -disons une dizaine de métres- d'un feu tricolore. On
suppose qu'aucun véhicule ne le précede. On suppose que, s le feu est vert a ce moment 13, I'automobiliste
décide de passer avec une probabilité de 99/100. Si le feu est orange, I'automobiliste décide de passer avec
une probabilité de 3/10 et enfin si le feu est rouge, I'automobiliste décide de passer avec une probabilité de
1/100 (quelquesfous...). Le cycle du feu tricolore dure une minute : vert : 25s, orange : 5s et rouge : 30s.
Quelle est la probabilité que I'automobiliste passe sans sarréter a ce feu tricolore ?

Soient A I'événement "|'automobiliste passe sans sarréter au feu" et V (resp. O et R) = "lefeu est vert (resp.
orange et rouge)".
CommeV O OO R=Q (union digointe), on a:

9 &5 3 1 1 1_ 177
P(A) = P(ANV)P(V) + P(AJO)P(O) + PAIRP(R) = ——— X —+ — X —+ ——x == =<
(A) = PAN)P(Y) + PAIOJP(0) + PIARIP(R) = -5 x 0+ 20X o+ oo 2= oo

N

II) Variable aléatoire

1) Définition et loi de probabilité

Définition 3
Lorsgu'a chague événement élémentaire w d'un univers Q (fini) on associe un nombre réel, on dit que I'on définit

une variable aléatoire (réelle). Une variable aléatoire est donc une application X: Q — R.

Exemple::
On lance une piéce de monnaie trois fois de suite. L'univers Q associé a cette expérience aléatoire est constitué
de 8 événements élémentaires (nombre de 3-listes de I'ensemble {P ; F}) :
Q ={PPP; PPF ; PFP; FPP ; PFF ; FPF ; FFP ; FFF}

Ces huit issues sont équiprobables.
Désignons par X le nombre de "face" obtenus. X est une variable aléatoire qui prend lesvaleurs0; 1; 2 0u 3
On notera, par exemple "X = 2" I'événement "face est sorti deux fois". Plus précisément :

"X=K'={w0Q tels que X(w) = K} = X}(Kk)
Remarqgue : on n'a pas besoin de probabilité pour définir une variable aléatoire.

Définition 4

Soit P une probabilité sur un univers Q. Lorsgu'a chagque vaeur x; (1 < i < n) d'une variable aéatoire X on
associe les probabilités p; de I'événement "X = x", on dit que I'on définit laloi de probabilité Py de la variable
aléatoire X (selon P).

Remargue : On peut montrer que I'application Py vue comme application de
O(X() - [0;1]
A D P(XTHX)

xOA
est une probabilité sur X(Q). En effet :

PaX(@) = Y. P(Xx (%)= P[ 11 X'l(x)] = P(Q) = 1 (car P est une probabilité sur Q)

XOX(Q) xOX(Q)

Soient Aq, Ay, ... A, des événements (éléments [ (X(Q))) deux adeux digoints, ona:
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n

Px(]:p\] = D P70 = DY P(X () = ;PX(A)

: i=1 xOA i=
O
X IZ! A
On a donc bien montré que Py est une probabilité sur X(Q).

En pratique laloi de probabilité est présentée sous forme de tableau. Par exemple :

Valeur x; dela : _ ~ B
variable aléatoire X % =0 X2 =1 X3 =2 X4 =3
Probabilité p; de 1 3 3 1
I'événement "X = x" PL=3g P2=g Ps=g Pa=g

n
On notera, par exemple P(X=2) = g On remarquera que |I'on abien z p =1
i=1

Autre exemple : toujours avec le lancer d'une piece 3 fois de suite.

_ 1 si deux faces identiques apparaissent successivement
Posons cette fois 'Y = .

0 sinon
Ona:
VaeurskdeY 0 1
1 3
P(Y=kK = =
(Y=K) 2 7

2) Espérance et écart-type d'une variable aléatoire

Définition 5
L 'espérance mathématique d'une variable aléatoire X est e nombre, noté E(X), défini par :

E(X) = in B = XaPp + XoPo + ... F XoPh

i=1
|'espérance est la moyenne des valeurs x; pondérées par les probabilités p;

Lavariance de lavariable aléatoire X est e nombre, noté V(X), défini par :

V(X) = E(X - X)) = D (% - E(X))2 P = (% = E(X)?p1 + (X2 = EX))°P2 + ... + (% = E(X))’pa

i=1
la variance est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne

L'écart-type de la variable aléatoire X est le nombre, noté o(X), défini par :

a(X) = W(X)

Remarque : Lavariance est une quantité positive, donc I'écart type est bien défini.

Exemples:
Reprenons I'exemple de la piéce de monnaie lancée trois fois de suite. X désigne le nombre de "face" obtenu.
E(X):Oxi+1><§+2><§+3><£:§
8 8 8 8 2
3.1 3,23 3.3 3.,.1_3
VX)=(0- =)' x=+(1- =) x=—+2-=)*x=—+B-=)x=-=—
09=(0- P xo + (1= JPxo+@- D) +@- ) x =
D'ou: o(X):g
De méme:
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1 3 3
E(Y)=0x —+1x — = —
3 4 4 4
3, 1 3, 3 3
V) =(0- S x =+ (1-)Px == =
M =( 4) 4 ( 4) 4 16
V3
G(Y)=T

Interprétation : lorsque X représente le gain a un jeu de hasard, E(X) représente I'espoir de gain moyen par partie,
lorsqu'on joue un grand nombre de fois. Si E(X) > 0 (resp. E(X) < 0) alors le jeu est avantageux (resp.
désavantageux). S E(X) = 0 alorslejeu est dit équitable.

L 'écart-type est une caractéristique de la dispersion des valeurs de X.

Exercice : démontrer que I'espérance E(X) minimise lafonction f définie sur R par :

n
f0=>(x =%
i=1
mais pas lafonction g définie par :

909 = > Ix ~Xp,
i=1

Lafonction f est dérivable comme somme de fonctions dérivables et on apour tout X O R :
n n n
FO9=-2D (6 =P ==2D %P ~2xD. B =-2(EX) ~X)
i=1 i=1 i=1

On en déduit : ') =0 < x=E(X)
Donc f admet un minimum en E(X) (et ce minimum est f(E(X)) = V(X) ...)
L'espérance est donc la quantité qui minimise la moyenne des carrés des écarts.

Par contre, elle ne minimise pas la moyenne des écarts. En effet, considérons la variable aléatoire X définie par la

loi suivante :
X; 0 1000
pi 0,9 0,1
Ona: E(X) = x1p1 + Xopo = 100
0(E(X)) = [x; —100Jp; + [X, — 100]p, = 90 + 90 = 180
Or: 0(0) = E(X) =100
Donc 9(0) < g(E(X))

Conclusion : E(X) ne minimise pas lafonction g.

3) Propriétédelinéarité del'espérance

Théoréme 4
Si X et Y sont deux variables aléatoires définies pour une méme expérience aléatoire, on a:
E(X +Y) = E(X) + E(Y)
E(kX) = KE(X) pour tout réel k

Exemple:
On lance 4 dés, et on note Sla somme des résultats obtenus. Calculer E(S).

Soient X3, X,, X3 €t X, les résultats obtenus pour chague dé. On a:
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E(X) = E(X) = E(Xe) = E(Xg) = %(1+2+3+4+5+6):3,5
Or, S=X;+ X, + X3+ X4, dou :

E(S) = E(Xy + Xo + Xg + Xa) = 4E(X)) =4 x 35 =14

Démonstration :

EX+Y)=D (5 + )P =0 %P + ). yip = E(Q) +E(Y)

i=1 i=1 i=1

E(X) =D kg p =k Y % p = KE(X)

i=1 i=1

Théoreme 5
Lavariance d'une variable aléatoire X peut se calculer avec larelation suivante :
V(X) = E(X) - [E(X)]?

la variance est |'écart entre la moyenne des carrés et le carré de la moyenne

Démonstration : remarquons que |'espérance d'une variable a éatoire constante X = k est égale ala constante k.
D'apréslalinéarité de l'espérance:
V(X) = E((X = E(X))?) = E(X? = 2XE(X) + E(X)?) = E(X?) = 2E(X)E(X) + E(X)’E(1)
V(X) = E(X) - [EX)?
Exemple::
Reprenons I'exemple de la piéce de monnaie lancée trois fois de suite. X désigne le nombre de "face" obtenu.
E(X%) = 0% x é +1%x g +2%x g +3x é =3

9_3

_ 2 _ 2_q_9_
V(%) = E0¢) - [EQ)° =3~ =~

4) Fonction de répartition

Définition 6
Soit X une variable aléatoire. Lafonction de répartition F associée a X est lafonction définie sur R par :

FX)=P(X<Xx)

Lafonction de répartition est toujours une fonction croissante et bornée par 0 et 1.

Exemple : avec toujours les mémes données précédentes, on a :

Pour x J]-; 0[,ona: F(x)=0
Pour x O [0; 1[,ona: F(X):é
PourxO[1;2[,ona: |:(X)=E+§=l
8 8 2
Pourx O [2; 3[,ona: F(X)=l+§+§=1
8 8 8 8
Pour x 0 [3; +oo[, 0N a: F(X):l+§+§+l=1
8 8 8 8
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Représentation graphique :

1,‘ ............................................
7 .
g —(C
I —
. : :
7 C :
C | ;
c ‘ j
-1 1 2 3 4

[ll) Arbres

Voici trois regles pratiques pour calculer des probabilités directement sur des arbres (régles qui sont en relation

avec des résultats du cours ci-dessus) :

Exemple de situation ou I'on réitére deux fois une P(A) P(B1)
expérience comportant deux issues A e B

contraires I'une de I'autre. On note A; (resp. Ay)

A B
I'événement "A se réalise a la premiere (resp. ’
deuxiéme) expérience”. Mémes notations pour B.
) o o P(A2lAq) P(BaA1)  P(AolBy) P(B2By)
L'univers associé a cette situation comporte 4
issues: Q = {A1A2 ; Ale ; B]_A2 ) Ble}
Az B> Az B2

R1 : la somme des probabilités des branches partant d'une méme racine est toujours égalea 1 :

Exemple: P(A) +P(B) =1 (ceci provient du fait que A et B sont contraires)
R2 : la probabilité d'un chemin est égale au produit des probabilités des branches de ce chemin :

Exemple : laprobabilité du chemin AjA; est : P(A; n Ag) = P(AzJAr) P(A1) (formule de probabilité conditionnelle)
R3: la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des chemins correspondant a cet événement.

Exemple : La probabilité de I'événement "obtenir exactement unefois A" est : P(A; n By) + P(B1 n Ay)

Lien avec l'indépendance : S on suppose que les

deux expériences se déoulent de maniére P PE)
indépendante. On aaors|'arbre suivant :

La probabilité du chemin AjA, seradonc P(A)P(A,) Ar B:

Cas particulier : s on répéte n fois, de maniére

indépendante une expérience. La probabilité p qu'un P(A2) P(B2) P(A2) P(B2)
événement A de cette expérience se réalise n fois

sera: p = (P(A)". Az Bs A B.
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Applications:

* Onlance un dé S le résultat est pair on tire un jeton d'une urne contenant 3 jetons (numérotés 1, 2 et 3).
Quelle est la probabilité que la somme dé + jeton (éventuel) soit égale a5 ?

» Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules blanches. On tire des boules de I'urne (sans remise) jusqu'a
obtention d'une boule rouge. Quelle est 1a probabilité d'obtenir les 3 boules blanches ?

» Lelievre et latortue : on lance un dé. Si le 6 sort, le liévre gagne, sinon la tortue avance d'une case. On
continue jusgu'a ce quil y ait un gagnant en suivant les cases ci-dessous. Quelle est la situation la plus

enviable : celle du liévre ou de latortue ?

A 4

ARRIVEE
A

Départ liévre

Départtortue ™ 1 —*» 2 —* 3
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