DM ETUDE DE LA FONCTION TANGENTE TS

Le but de ce devoir est d'étudier la fonction tangente et d'en établir quelques propriétés.

1. Résoudre, sur |-n ; =], I'équation : cosx=0
En déduire toutes les solutions, sur R, de cette équation.
2. On considére la fonction tangente, notée tan, et définie par :
tan x= 3" pourx e D oD = R\{ E+kn, k € 7}
COS X 2
On note C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, i, )

a. Etudier |a parité de cette fonction.

b. Démontrer que lafonction tangente est n—périodique.

c. Expliquer pourquoi on peut se contenter d'éudier lafonction tangente sur I'intervalle | = [0 ;

T
P

3. Etudier leslimites de lafonction tangente en 0" et en g .

En déduire que la courbe C admet une asymptote A dont on précisera la nature et I'équation.

4. Compléter letableau suivant :

ola
Ala
wla

tan x

(On donnerales valeurs exactes)

5. Montrer que, pour tout X € | :

tan' x = =1+tan’x

cos” x
En déduire e tableau de variations de la fonction tangente sur l'intervallel.
6. a. Déerminer une équation de la tangente T ala courbe C au point d'abscisse 0.
b. Démontrer que pour tout x € |, on a:
tan X = X

(On pourra éudier lesvariations dela fonction g définie sur | par g(x) = tan x — X)

c. Endéduire, la position relative de la courbe C par rapport a satangente T.
7. Tracer, trés soigneusement, lesdroites A et T puis la courbe C. (On seplacera entre les bornes—2r et 2r)
8. On rappelle que pour tous réels a et b, on alesformules d'additions suivantes :
cos(a+b)=cosacosb-snasnb
sin(a+b)=sinacosb+cosasinb

En déduire une formule liant tan(a + b) atan a et tan b. (Pour desréedsaetbtdsqueac D,be Deta+b e D)

9. Démontrer que pour touta € ]0; g [ona:

_ 1-co0s(2a)
~ sin(2a)

tan a

En déduire lavaleur exactedetan% et detanl—nz.
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DM ETUDE DE LA FONCTION TANGENTE : CORRIGE TS

T

T
1. Ona -m; ] = __;_
Swa={-3: 31}
YE SR={—g +2krroﬂkeZ}u{%+2krroneZ}
Ce quel'on peut encore écrire: S, = {g+ kr ouk € 7}

2. a. D est un ensemble symétrique par rapport a0 et pour tout x e D, on a:
sn(-=x) _ sinx _
cos(—X) COSX

Cequi prouve que lafonction tangente est impaire sur D.

tan(—x) = —tan x

b. Pourtoutx e D,onax+neDet:

sn(x+m)  snx _
CcoS(X+m)  CcoSX
La fonction tangente est donc n—périodique.

tan(x + n) = tan x

c. Comme la fonction tangente est n—périodique, on peut se contenter de I'éudier sur une période, par

exemple]—g ; g [. Comme €elle est, de plus, impaire, on peut encore couper I'intervalle d'éude en deux

et nel'éudier que sur [0 g [. L'étude sur ]—g ; 0] Sen déduira par symétrie par rapport a l'origine du

repére.
3. Onsait que: [im sinx=0 et lim cosx=1
x—0" x—0"
Donc, par quotient : lim tanx =0
x—0"
On sait que: lim sinx=1 et lim cosx=0aveccosx>0
XX x> X
2 2
Donc, par quotient : lim tan x = +oo
x>
2
La courbe C admet donc une asymptote verticale A d'équation x = g .
4. D'apreslesvaleursremarquables du sinus et du cosinus, on a:
T T T
X 0 6 2 3
tanx 0 g 1 J3
5. Lafonction tan est delaforme & oliu=sin et v = cos.
%
T . . L uv—uw .
Sa dérivéetan' seradonc égale a >— cequi donnepour X € | :
%
COSX COSX — SinX(—sinXx
tan (x) = SX COSX — SN X(—SinX)
cos® X
Et commecos’ x+ sin?x = 1, il vient :
tan'(x) =
cos” x
i 2 Pn2
Par ailleurs: l+tan?x=1+ 20X _ cos” x+sin x_ 1
cos® x cos® X cos? X
D'ol : tan'(x) = 1 + tan® x
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Sens de variation : puisque est strictement positif pour tout réd x de I, on en déduit que la fonction

cos’ X
tangente est strictement croissante sur | :

i
2

signe detan' +

+o0
variations de tan
0

6. a. Uneéguation de latangente a une courbe représentant une fonction f dérivable en x, est donnée par :
y = f(X0) + /' (o) (X = Xo)
Avec xo = 0, celadonne: y = f'(0)x + f(0)
Ici, nousavonstan 0=0ettan' 0= 1, d'ou :
T:y=xX
b. Lafonction g est dérivable sur | et pour tout x € | :
g(x)=1+tan’x—1=tan’x
Donc g est strictement croissante sur 1.
En outre g(0) = 0. On en déduit que g est positive sur |, C'est-a-dire:
tan X = X
¢. En conséquence, la courbe C est au dessus de satangente T sur |.
7. A partir delacourbe de la fonction tangente sur |, on compléte par symétrie (par rapport & O) pour obtenir

5
la courbe sur ]—g ; g [ puispar trandation devecteur ki (k € Z) pour obtenir les autres morceaux.

y

N
|
INIE]
N
a
|®
4
N
a
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8. Ona, pour tousrédsaetbtedsquea+b e D:

sin(a+b) sinacosb+cosasinb
cos(a+b) cosacosb-sinasinb

tan(a+b) =

Commea e D et b € D, on peut diviser numérateur et dénominateur par cosa cos b (qui est non nul) :

cosa cosb _ tana+tanb
1_Snasnb  1-tanatanb
cosacosb

sna snb
+

tan(a+b) =

9. Partons du membre de droite. D'apreés les formules d'additions appliquées avec b = a, on obtient :

1-cos(2a) 1-(cos’a-sin’a) (1-cos’a)+sina_ 2sn’a _ sina
sin(2a) 2sinacosa 2sinacosa 2sinacosa cosa

En particulier avec a= % , celadonne:

. 1—(:03E 1—\/25 J_
tan— = = =42-1
8 sin— Q
2
Etaveca=1,celadonne:
12
. 1—(:03E 1—@
tan—= = 12 —2—\/§
12 sn” 1
2
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