DM 9 QUATRE EXERCICES AVEC PRISES D'INITIATIVES TS

Les énoncés de ces exercices avec "prises d'initiatives" ne donnent pas le fil directeur d'un raisonnement.
En effet, il y a parfois plusieurs voies possibles (ou plusieurs outils possibles) pour parvenir au résultat.
A chacun de rechercher la (ou plutdt sa) solution suivant sa propre vision des choses et aussi ses godts.

Les qualités souhaitées pour réussir ces exercices sont de cet ordre :

e arriver a émettre une conjecture

* savoir abandonner une piste qui s'avere étre infructueuse sans non plus renoncer trop vite. Il faut aussi parfois insister un
peu, voire provoquer la chance !

e savoir trouver un contre-exemple. (Imaginez que cela fait des heures que vous cherchez a démontrer un résultat... Mais au
fond, est-il vrai ? Alors, mettez-vous a chercher un contre-exemple, cela peut s'avérer trés expéditif...)

e savoir organiser ses idées et les mettre en relation avec les différents outils de cours pour élaborer une démonstration.

e procéder par "analyse/synthése". Ce raisonnement est trés porteur en Mathématiques. Il s'agit, temporairement, de
supposer le probléeme résolu. Quelles observations peut-on alors faire ? Quelles propriétés remarque-t-on ? Cela permet de
trouver des liens intermédiaires. Ensuite, évidemment, on réorganise toutes ces propriétés pour rédiger les choses dans le
bon ordre !

e arriver a décloisonner les savoirs ! Si on bute sur un exercice de chapitre X, la clé, elle, se trouve peut-étre dans un autre
chapitre !

* ne pas baisser les bras tout de suite et oser griffonner diverses idées au brouillon. La Science infuse, cela n'existe pas !

Exercice 1
1. On considére, dansle plan, un parallélogramme ABCD.
Soit Mg un point quelcongue du plan.
On construit successivement :
« lepoint M; symétrique de Mg par rapport a A,
« lepoint M, symétrique de M, par rapport a B,
e lepoint M3 symétrique de M, par rapport aC,
e lepoint M, symétrique de M3 par rapport aD.
a. Fareunefigure (ou plusieurs). Quelle conjecture peut-on émettre au sujet de la position du point My ?
b. Démontrer cette conjecture.
2. On fait maintenant la méme construction mais en supposant que ABCD est un carré.
a. Refaire unefigure (ou plusieurs).
Quelle conjecture peut-on émettre au sujet des diagonales du quadrilatére obtenu ?

b. Démontrer cette conjecture.

Exercice 2

On considére une suite (u,) atermes strictement positifs et la suite (v,) définie par :

V= —
Un

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? (On justifiera les propositions vraies en faisant une
démonstration et on donnera un contre-exemple aux propositions fausses)

1. Si(u,) est croissante, alors (v,) est décroissante.

2. S (uy) est minorée par 1, aors (v,) est majorée par 1.

3. Si(uy) est bornée, alors (v,) est bornée.

4. S (up) diverge, aors (v,) converge vers 0.
5

Si (u,) converge, aors (v,) converge.
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Exercice 3

On avu dansle cours sur |'exponentielle que pour tout réel x, ona

X

X< €
A-t-on aussi, pour tout réel x : 2x< e ?
A-t-on aussi, pour tout réel x : x< e ?

Déterminer le plus grand réel atel que pour tout x O R, on ait :

ax < e

Interpréter graphiquement.

Exercice 4
Soit Q I'univers associ € a une expérience aéatoire. On considere une variable aéatoire X prenant des valeurs des
valeurs Xy, Xy, ..., X, avec des probabilités py, po, ..., pn respectivement.

Démontrer que I'espérance E(X) minimise lafonction f définie sur R par :

f9=Y % -%p

i=1

Quel est alorslavaleur du minimumde f ?

Formulaire pour |'exercice 4 :

EX) = D %p

i=1

V(X) = E(X - E)) = (% ~E(X))"p

i=1

V(X) = EQX) - [E(X)]?
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DM 9 QUATRE EXERCICES AVEC PRISES D'INITIATIVES : CORRIGE TS

Exercice 1
1. a Expéimentonsal'aide de plusieurs figures

Figure 1 : My est al'extérieur de ABCD

Mo = M4?
Ms
Conjecture: M, =M,
Contrélons la conjecture avec d'autres figures.
Figure 2 : My est al'intérieur de ABCD
M2 -
__________ :
..... Ma

Si I'un des points Mo, M1, Mz ou
M3 est & l'intérieur de ABCD aors

D on obtient un quadrilatére non

convexe.

M3
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Figure 3 : My est sur ABCD

Dans ce cas, on obtient un

D quadrilatére "semi-aplati" qui se

réduit aun triangle.

M3
M1
Figure 4 : obtention d'un quadrilatére " croise"
B A
B ) M3
e D
Mo = M4 ?
Figure 5 : obtention d'un quadrilatére particulier (ici un parallélogramme)
M1
B A
Pour arriver & un tel résultat, il ) ) X .
suffit de choisir Mo de fagon que: M, Mo = Mg ?
(AMo) // (BD) et (DMg) // (AC) B e h )
= ;

M3
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b. Démonstration
Refaisons une figure "fausse” en distinguant bien la position de M, de My (a priori, on ne sait pas quils
sont confondus, c'est justement ce qu'on veut prouver et raisonner avec une figure sur laguelle M, est
confondu avec M risque d'induire une erreur de raisonnement, a savoir utiliser a un moment ou un autre

le résultat que I'on souhaite prouver...)

Premier raisonnement (du "type collége" en utilisant le théoréme des milieux)

Tracons |le segment [MoM,].
Comme A est le milieu de [MgM4] et B le milieu de [M;M,], le théoréme des milieux appliqué dans le
triangle MoM; M, permet d'affirmer que: M, M, =2 AB
De méme, en raisonnant dans le triangle MoMsM,, on a:
MM, =2DC

Or, par hypothése, ABCD est un paralléogramme donc :

AB = DC
Dol : MoM, = M,M,
Et d'aprés larelation de Chasles: MM, =0
D'ou: Mo = My

Deuxiéme raisonnement (avec les nombres complexes)

Munissons e plan d'un repére orthonormal direct (O, g, ¢,).

Notonsa, b, ¢, d, ), z, 2, z; et z les affixes de A, B, C, D, My, My, My, M5 et M, dans ce repére.
Par hypothése, ona: 2(b-a)=2(c-d)
(@+z)-(n+z)=(2+2) - (+2)
L—D=0H~ 1
LH=2
Mo = M,
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__________‘;‘.Hz

i i e

z .z
w '.0

Conjecture:

les segments [MoM,] et [M1M;] sont per pendiculaires et de méme longueur.

b. Démonstration

Premier raisonnement (du "type collége" en utilisant le théoréme des milieux)

Onavuque: MM, =2 AB
De méme, en raisonnant dans le triangle M;M,Ms, on a:
M;M;=2BC
Or, AB=BC dol : MoM, = M;Mj
Ce qui prouve déja que les diagonales du quadrilatére MyM;M,M3 ont méme longueur.
De plus, les vecteurs AB et BC sont orthogonaux. |1 en est donc de méme MM, et MM, .

Ce qui prouve que les diagonales du quadrilatere MyM;M,M5 sont perpendiculaires.

Deuxiéme raisonnement (avec les nombres complexes)

Munissons e plan d'un repére orthonormal direct (O, g.,¢,).
Puisque ABCD est un carré, le point D est I'image de B par un quart de tour de centre A, donc :
d-a=zi(b-a)
(signe + s ABCD est de sens direct comme sur lafigure, signe — sinon)
Et comme MM, =2AB et M;M, =2AD, il vient:
-z =2(d-a)==2i(b-a)=zi(z-2z)
En passant aux modules, on obtient : M;M3 = M,Mq

Enfin,ona:

(MgM;, M;M3) = (MoM, &) + (&, M;M3) = arg(z - 2) - ag(z — 2) :arg(f’—:z]:ig [2r
2

On abien prouvé que les diagonales de MyM;M,M5 sont perpendiculaires et de méme longueur.
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Exercice 2
On considére une suite (u,) atermes strictement positifs et 1a suite (v,) définie par :

1
V= —
Un

Les propositions suivantes sont elles vraies ou fausses ? (On justifiera les propositions vraies en faisant une
démonstration et on donnera un contre-exemple aux propositions fausses)
1. VRAI. Preuve:

Puisque (u,) est croissante et atermes strictement positifs, on a pour tout entier n ;

0< Un < Uniy

o . 1 .
Par décroissance delafonctiont > t sur RY, on obtient :

1 1
— >
U,  Upyg
Vn = A
Lasuite (v,) est donc décroissante.
2. VRAI. Preuve:
Comme (u,) est minorée par 1, on apour tout entier n :
1<u,

o . 1 .
Par décroissance delafonctiont > t sur RY, on obtient :

L<n
uﬂ
vp<1
Lasuite (v,) est majorée par 1.
1 *
3. FAUX. Contre-exemple : U, = = pour n O N

Lasuite (u,) est bornée (minorée par 0 et majorée par 1).
Et pourtant, on obtient : Vpo=n
Lasuite (v,) n'est pas bornée (car non majorée).

Remarque : si (u,) est bornée par deux réelsm et M strictement positifs, alors (v,) est aussi bornée.

(Adapter la question 2 pour le prouver)

On a gjouté 2 pour obtenir la
4. FAUX. Contre-exemple : Uy =2+ (-1)" 3 P

stricte positivité de la suite (up).

. . . . 1
Lasuite (u,) diverge et la suite (v,) aussi. (Vo, = 3 €t Voo = 1)
Remarque : si (uy,) diverge vers+o (ou —) alors (v,) converge vers 0.
1 *
5. FAUX. Contre-exemple : U, = = pour n O N

Lasuite (u,) converge vers 0 et pourtant la suite (v,,) diverge vers +c. (Car v, = n)
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Exercice 3
Considéronslafonction f, définie sur R par :
fo(x) = e - 2x

Lafonction f, est dérivable sur R et pour tout réel x, ona:

fa(x)=€*-2
Ona: f5(0=>0 « €-220 « x>1In2
On en déduit les variations de f5 :
X | =00 In2 +00
Signede f?, — 0 +
Variations
dela
fonction f» 2(1-1In2)

Lafonction f, admet un minimumenIn 2 et :
f2(ln2)=2-2In2=2(1-1n2)>0 car e>2
En conséguence, lafonction f, est positive sur R et pour tout réel X :

2X< €

Par contre, I'inégalité 3x < €* n'est pas vérifiée pour tout réel x. En effet, pour x=1,0na: 3> e.

Recherchons maintenant le plus grand réel a tel que pour tout x 0 R, on ait :
ax < €
On avu, ci-dessus, que I'inégalité était valable sur R en choisissant a = 2.
On peut donc supposer a 0 R,
Considérons lafonction f, définie sur R par :
fa¥) = € —ax
Lafonction f, est dérivable sur R et pour tout réel x, on a:
fa=e-a

Ona: fo()=>0 « €-a=>0 = x>Ina
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On en déduit les variations de f, :

X | —o0 Ina +00
Signede f — 0 +
Variations
dela
fonction fa a(l-1Ina)

Lafonction f, admet un minimumenInaet:
falna)=a- alna=a(l1-Ina)
Lafonction f, est positive sur R si et seulement si son minimum I'est. Et comme on a suppose a > 0, il vient :

faz0surR < 1-lna=>0 = a<e

Le plus grand réel a recherché est donc : a=e
Représentation graphique :
C
y o Cf3
Cr.
Cr,
< Y PO S <
Cfl
1 X
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Pour a = 1 ou a = 2, les droites représentant les fonctions linéaires f, sont situées sous la courbe de
I'exponentielle (puisque que I'on a f, < exp sur R) . Par contre, la droite représentant fs; coupe la courbe de

I'exponentielle en deux points. Enfin, la droite représentant f. est tangente a la courbe de la fonction

exponentielle au point d'abscisse e et |e coefficient directeur de cette tangente est e.

Exercice 4
Lafonction f est dérivable comme somme de fonctions dérivables et on apour tout x O R :
n n n
F==2D (% =xp==-2D %8 - 2> p =-2EX) - )
i=1 i=1 i=1
D'ou: ff)=0 = x=EX)

On en déduit les variations de f :

X | —o0 E(X) +00
Signede f' _ 0 +
Variations
dela
fonction f V(X)

Donc f admet un minimum en E(X) et ce minimum est :

FEECD) = D (% —E(X)*p =V(X)
i=1
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