TS DEVOIR SURVEILLE (2 heures)

2004/2005

Lacalculatrice est autorisée.

Exercice 1 ROC (2 points)

Question de cours

Soient u et v des fonctions dérivables, dont la dérivée est continue sur un intervalle | = [a, b].

Démontrer la formule d'intégration par parties:

b b b
J’ _uvOdt = [uvo)]; - J’ RUGYOL:

Application : déterminer une primitive de la fonction logarithme népérien.

Exercice 2 QCM (4 points)

Une seule réponse exacte par question. La trouver rapporte 1 point, ne pas répondre O et se tromper -0,5...

Aucune justification n'est demandée dans ce QCM.

1. Parmi ces quatre intégrales, une seule est égale 8 0,69. Laquelle ?
2

Dlz‘[eidx
e xlnx

In3 X
DJz‘[n € dx
0 1+¢€*

0K ' X+ 0,19)dx
= +
.[0( 19)
2
0 L(x)=_[ X%dt , pour x>0
X
2. Parmi ces quatre intégrales, une seule est non nulle, laguelle ?

2n
O Iz‘[ sin xdx
0

DJz_[IMdX

1 1+ %
1
0 Kz‘[ [xz—éjdx
0 3
|
OL= * dx
[

3. Lafonction F définie sur tout x € R par F(X) =_[0Xe’t2dt est:

[ croissante sur R

[] décroissante sur R

[1 croissante sur R_ puis décroissante sur R,

[1 décroissante sur R_ puis croissante sur R,

4. Question avec prise d'initiative

Dans un repére orthogonal, I'aire du domaineD = {(x,y) € R x < 0et 0 <y < €%}, en unité d'aire, est :

0e 01 et
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Exercice 3 (4 points)

On considérelesintégrales | et J suivantes ;

1. Dans cette question, on montre que la suite (u,) converge.
a. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b. Démontrer, par récurrence, que pour toutk € N :
k!> 2t
Puis que la suite (u,) est majorée par 3.

¢. En déduire que la suite (u,) converge.

In16 @X In16
:_[ e +3dx o :_[ 1 dx
0o e'+4 0 e'+4
1. Caculerl —3Jetl+J.
2. Endéduirelavaleur exactedel et de J.
Exercice 4 (10 points)
Le but de cet exercice est de démontrer |'égalité suivante:
. . 1 Note:n!=1x2x..xn
e= lim —
N+ =4 k! Par exemple: 5! =120
On remarqueraque:
. a I=nlx 1
On définit, pour tout n € N, la suite (u,) par : Uy = i' (e Dt=ntx(n+1)
— k!
Par exemple, on a:
u6:i + 1. 1.1, 1 i:1+1+1+i+i 1 izﬁzzjlgalo*prg_
o 1 20 3 4 5 @6 2 6 24 120 720 720

2. Dans cette question, nous allons calculer 1alimite de la suite (uy).

Pour cela, on considére, pour tout n e N, la suite (I,,) définie par :

1 1
|0=J'0e1*de et |n=$J'O x"el”

*dx pourn e N’

a. Caculer l,.
b. Démontrer que, pour toutn e N’ :
o<l <X " i
n'Jo
En déduire que la suite (1) converge vers 0.
c. A l'aide d'uneintégration par parties, démontrer que pour toutn € N :
T I
(n+1)!
d. Démontrer, par récurrence, que pour toutn € N :
Ih+u,=¢e
e. En déduire quelasuite (u,) converge verse.
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TS DEVOIR SURVEILLE 6 : CORRIGE

2004/2005

Exercice 1 ROC (2 points)

Question de cours

On sait que pour tout t € [a, b] : (uv)'(t) = u'()v(t) + u(t)v'(t)

b b b
Enintégrant deaab: J’ RUCVOES J’ RUGVOr S J’ v

[utv()]° = J’ "W Ov(t) dt + J’ " UV () dt
. b b b
D'ou : J’ U@V = [uvo)]; - J’ RUCNMOL:

Application

Une primitive F de la fonction logarithme népérien est donnée, pour x € R’ par :

F(x) =_[lxlnt dt

On pose: u(t) =Int Vi) =1
u'(t) = % v(t) = t (a une constante pres)
X X
D'ou : F(x)=[tlnt]l—Ldt=x|nx—(x—1)=x|nx—x+1

Exercice 2 QCM (4 points)

1 2 ! 1
1. RéponseK K=IO(X+O,19)dx={X7+O,19x} = 5+019=069
0

Bien que ce ne soit pas nécessaire, détaillons le calcul des autresintégrales:

1
eZ 1 eZ ;

[0 Remarquons que: | = _[ dx= _[ —2—dx
e xlnx e Inx

’

Lafonction intégrée est de la forme Y avec u(x) =Inx.
u

’

Comme u est positive sur l'intervalle [e ; €], une primitive de Y est doncInudou:
u

| = [In(lnx)]i2 =In(In(€®)) - In(ine) =In 2

’

R u .
0 Laencore, nous avons laforme — avecu(x) =1+ €‘d'ou:
u

X

In3 ex In3
Jz‘[ dx = [In(1+exﬂ =In4-In2=In2
0 1+e 0

[1 Lafonction L est en fait indépendante de savariable x :

L) =J’X2X%dt = [Int]>*=1n(2) ~Inx=1n 2

On détermineici LA primitive
de lafonction logarithme qui
sannuleen 1.
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2. RéponselL
En effet, on repéere de visu que les 3 premiéres intégral es sont nulles.

[1 | est I'intégrale d'une fonction périodique :
2n on
| = _[0 sinxdx= [-cosx], =0

[ Jest I'intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0. En effet, posons:
xsin(xz)
JX)= ———=—= pourxe[-1;1]
1+x
L'intervalle[-1 ; 1] est symétrique par rapport a0 et pour tout xde[-1; 1], on a:
—xsin(xz)
X)) = —————~>=—f(X
=X Tl f(x)
D'olr : J=0

[1 Ceux qui sesont intéressés ala quadrature de la parabole auront vite repéré que K est nulle :

[1 Enfin, bien que ce ne soit pas nécessaire, on peut calculer I'intégrale L par parties:
| 1 [ 1
L =_[7lxeX dx= [xex]il—‘[ilex dx= [(x—l)ex]if é
3. Lafonction F est dérivable sur R et pour tout x € R :
F=eX
Comme une exponentidlle est positive sur R, on en déduit :
F est croissante sur R
Pour information : on ne peut pas exprimer la fonction F a l'aide des fonctions usuelles. 1l sagit de la
fonction erf (del'anglais "error function") de Gauss trés utilisée en probabilité (loi normale).
4. 1l sagit du domaine délimité par la courbe de I'exponentielle, I'axe des abscisses et la droite verticale
d'équation x = 0. (La domaine n'est pas délimité sur |e cbté gauche).

On fixe donc un réel A négatif et on calculel'intégrale :
_ 0 X _ X 0 _ _
|(A)_J'Ae ix=[e'] =1-¢

Pour éudier I'aide du domaine D, il suffit d'éudier la limite de I(A) lorsque A tend vers —o. Comme cette
limite existe, le domaine aune airefinie (bien qu'il ne soit pas géométriquement borné) :
lim 1(A) =1

A——x0
L'airedudomaineD = {(x,y) € R>, x< 0et 0 <y < €} est égale donc égale a:

lua
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Cep

Remargue : on pouvait faire une estimation graphique pour pencher pour le réponse 1 u.a

Exercice 3 (4 points)

On considérelesintégrales | et J suivantes ;

| -[ In16 ex + 3 -[ In16 1

dx & J= dx
0 e‘+4 0o e+4

1. Ona:

|-3]= J';”mexe; ox = [|n(eX+4)1”16= IN20—In5=1In4

In16
|+J=J’ 1dx=In16
0

2. Pour calculer | et J, on résout le systéme :
I +J=In16
| -3J=In4
En soustrayant les deux équations, on obtient :

4)=In16-In4=In4=2In2

5o 2
2
D'ou : I=2In2+3.J=L;2
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Exercice 4 (10 points)

1. a Pourtout entier n e N, on a:

La suite (u,) est donc croissante.
b. On considére la propriéé ¢ définie pour tout k € N” par :
oK) k! =20
e Ona p(1) puisque: 11> 2°
e Supposons ¢ (k) pour un certain entier k e N™. Alors:

(k) k+1>2
k+D! = (k+ Dkl > (k+1) 2 > 2

D'ol p(k+ 1)
La propriété ¢ est initialiste en 1 et héréditaire a partir du rang 1, donc d'aprés le principe de
raisonnement par récurrence, elle est vraie a tous les rangs non nuls. On a donc bien, pour toutk € N :
k!> 2t
Par décroissance de lafonction inverse sur [1, +oo[, il vient :

1 1

En sommant pour k allant del an:

k-1
ko1 2 1—}
2
51
Onadonc: o <2
—~ k!
Et en gjoutant 1 : U, < 3

La suite (uy) est donc bien majorée par 3.
c. Lasuite (uy) est croissante et majorée, donc €elle converge.
2. Dans cette question, nous allons calculer 1alimite de la suite (uy).

Pour cela, on considére, pour tout n e N, la suite (I,,) définie par :

1 1 .
Ioz‘[oel’xdx et I”:%Io x"e"*dx pour n e N

a Ona: I0=[—e1’x] =[e1’x] —e-1
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b. Pourtoutn e N ettoutx € [0; 1], ona:

En multipliant par " > 0 osx'e*<e™

En intégrant pour x allantdeOal:

- 11,
Et en divisant par n'! O<lp<— 0e1 dx
n!
o |
Cest-a-dire: 0<l, < _0'
n!

On en déduit, d'apreés |e théoréme de gendarmes que :

limI1,=0
N—>+o0
1
c. Ona: N+ D! Iy = ‘[ X" dx
0
Posons : ux)=x" e v(x)=e*

ux) =(n+Dx" e v(x)=—e"~*

Une intégration par parties donne:

N+ D! Iy = [—x”*lel’x]z+ (n+1) ‘[le“el’x dx

1
N+ D! =1+ (N+1) J’O X" dx

Et en divisant par (n+ 1)! : lnr=1ln— ﬁ
d. On considérelapropriété g définie pour tout n € N par :
e :ly+u,=e
e Ona p(0) puisque: lo+U=e-1+1=e
e Supposons g (n) pour un certain entier n € N. Alors:
2c. 1 ©(n)
lnia +Unp = In— m+uml= In+u, =€
D'aprés le principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que pour tout n € N ;
In+U,=¢€

e. Onavualaquestion 2.b. que lim I,=0 et compte tenu du fait que u, = e — I,, nous obtenons :

nN—>+o0

lim u,=e
Nn—+w
1
On amontréque: lim —=e
N—>+o0 k!
00
. 1
Cequ'on note encore: e= ZE
k=0 """

TSDS- 2004/2005 Page 7 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

