CONCOURS FESIC 2004 : CORRIGE

Exercice 1
a:V. b:V c¢c:V d:V
a Ona: b-a=4+2i=c-d
D'ol : AB= DC
ABCD est un parallé ogramme
b. L'affixee secalculeavec lardation : e- b=-i(c- b)
e=-i(c-b)+b=-i" 4i+2=6
Le point E est sur I'axe des abscisses
c. On vérifiefacilement que: I -d=i(c- d)
Autrement dit : F est I'image de C par le quart detour direct de centre D
CDF est rectangleisocdeen D.
d. ldem avec: c-d=i(g- d)
Exercice 2

a:V. b:F c:V d:V
a. D'apréslaformule du bindme de Newton :
(1+ 2i)5: 1+5 2i +10° (2i)*+ 10 (2i)*+5 (2i)* + (2i)° =1+ 10i - 40- 80i + 80 + 32i =41 - 38i
Re((1+21)°) =41
b. Lerapport d'une homothétie est toujours un réel non nul, ¢a ne peut pas érei.
Lareationb- c=i(a- c)traduit lefait que B est I'image de A par le quart de tour direct de centre C.
c. Enremarquant que(1+i)*=2i,ona:
(1+i)% = (2)"° =- 1024
(1+ i)20 est bien un réel

d. On factorise: Z-1=Z- D)@ +1)=(z- Dz+(z- i)z+i)
L'équation possede bien quatre solutions disctintesdansC: 1;- 1;i;-i

Exercice 3
a:F b:F c:V d:V
Dans cet exercice, il est trés utile de remarquer que:

;=22
-b

N

a. Commez! b,onaM?! B donc|'ensemble recherché ne risque pas d'ére le segment [AB].
Pour ceux qui I'ont cherché, déterminons-le.

Un nombre complexe est réel si et seulement si il est nul ou son argument est congru a0 modulop :
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ZI R U (Z=0 ou arg(2) =0[p])

ZI RO (zzaou arggi_—zgﬂ)[p])
-bg
ZT R O (M=A ou (BM,AM)=0[p])

ZI RU (M=A ouMT (AB)\{A;B})
ZT R U MT (AB)\{B}
L'ensemble des points M d'affixe z tels que Z soit rédl est la droite (AB) privée du point B
b. Non, car leconjuguédez+3- 2i est Z+3+2i enonz+3+2i.

c. Lesassertions suivantes sont équivalentes :
M' est un point de |'axe des ordonnées

Z est un imaginaire pur

z=0 ouarg(2)=§[p]

z=a ou (W,M):%[p]

M =A ou M est sur le cercle de diamétre [AB] privé de A et de B

M est sur le cercle de diamétre [AB] privé de B
16 25

On montre facilement que le cercle de diamétre [AB] a bien pour équation (x+1)2 +§/ s T4
o

d. Onadonc: o-q_;4
z-b

En passant aux modules : AM, = BMg

Le point M, appartient bien ala médiatrice de [AB].

Exercice 4
a:F b:V c:F d:Vv
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a. Non, par contre, la partie de C située dans le demi-plan dont les points ont des abscisses négatives est
I'image par une réflexion par rapport a l'axe des ordonnée de la partie de G située dans le demi-plan dont les
points ont des abscisses positives.

b. On compare leslimites a gauche et adroitede} en0:

lim}(x) = lime*=1

x® 0 x® 0

x<0 x<0
lim} (x) =cos0=1
lim  (x)
x>0

Ces deux limites sont égalesa} (0) = cos0 =1, donc | est continue en 0.
c. Legraphique permet de conjecturer que les demi-tangentes a C a gauche et a droite en 0 sont différentes, ce

gue confirmele calcul suivant :

I _l -h_ h_
||mM:||rne_1:||m.e 1:-1
h® 0 h h®o h h® 0 h
h<0 h<0 h>0

Donc lafonction | est dérivable en 0, a gauche et admet une demi-tangente de coefficient directeur - 1.

1 (N)-1(0) _ i, cosh-1_

lim 0
h® 0 h h® 0 h
h>0 h>0

Donclafonction | est dérivable en O, & droite et admet une demi-tangente horizontale.
Comme les limites de I'accroissement moyen a gauche et a droite sont différentes, la fonction | n'est pas
dérivableen 0.
d. Lafonction| est continue sur ]- ¥, p].
Lafonction | est strictement décroissante sur ]- ¥, p].

: lim '(x) = lim e*=+¥ '(p) = =-1
Ona Jim ()= lim e et |(p)=cosp

Du théoréme de bijection, on déduit I'existence d'une unique solution del'équation | (x) = 0 sur ]- ¥, p].

Exercice 5
a:F Db:V c:F d:V
a. On sait que deux primitives different d'une constante. Or, parmi les trois courbes, ce sont C; et C, qui se
correspondent par une trandation. En conséquence, | ; €t | » sont des primitives de | s.
b. Puisque| ; est uneprimitivede] 3, | s est ladérivéede| 1.

c. Lasurface en question a pour aire:

O, 09x=[1209]%, =120 - 16D =-1(-1) etnon o)

®
d. Onvu queC, et C, se correspondent par une trandation (de vecteur k j ) :

®
MM, =k j

On en déduit que la distance M;M, est constante égale a k.
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Exercice 6
a:V. b:F c:F d:V
a. Puisquelafonction | est positivesur [-1; 6], toute primitive de | est croissante sur [- 1 ; 6].
b. La courbe C, représentant la fonction | ' n'admet pas de tangente horizontale en 0. Donc | "(0) * 0. La
courbe représentant | " ne peut donc pas passer par l'origine.
c. Lafonction | " sannule autant de fois que la courbe de | ' admet de tangentes horizontal es, donc deux fois.

d. L'airedelasurface en question est donnée par I'intégrale:

N 1
QI ©)dx=[I (0],=1@D)- 1 (0= (1) =1ua

Exercice 7
a:V. b:V c¢c:Vv d:V
ju(x) =x

a. Lafonction| est delaforme: I =uv i .
v(x) =sin(Inx) - cos(In x)

Comme lesfonctions u et v sont dérivables sur 10, +¥[ (v I'est comme différence de fonctions composées qui

le sont), lafonction | est dérivable sur 10, +¥[ et on a:

UV
D'ou, pour tout rédl x strictement positif :
1'(x) = sin(In ) - cos(in x) + x XX *sin(inx) 8 (snin ) = cosiny
& X & x
1'(¥) =2sin(In x)
b. Posons: A=7 In(\/§+1)+ 2 In(3+J§)- In(11+6\/§)+ 7 In(\/é- 1)

Procédons en deux éapes :

7|n(&+1)+7|n(&-1):7|ngﬁ+1) (ﬁ-l)g:ﬂnl:o

. 2
Par ailleurs: 2In(3+\/§):lng3+\/§) E:In(11+6\/§)
Finalement, on obtient bien : A=0
c. Lafonction tangente est delaforme: tan=- £¢ ol u = cos
u
Une primitive de la fonction tangente sur E gg éeﬂ donc x > - In(cos x). On en déduit :
b b ..
Y tan xdx = [- In(cosx)] ¢ = In(cos 0) - In&osPO=1n1- Inﬁz Iny2 = Lin2
8 4g 2 2
d. Posons: ux) =Inx et v(x) = 1
. : T
Ains : u'(x) = 1 et v(x) = 24/x
X

Une intégration par parties donne:

tlnx . e €1 , —.e
R = u - R = - U =4-
Q&dx gZx/xInxul ZQ&dX 2/e 48‘&u1 4-2.e
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Exercice 8
a:V. b:F c:F d:F
a. Montronsquel'imagede R, par |, est bien]O; 1].

Soity1 10 1] et considérons I'équation: ~ y= ——
1+Xx
y+yx’=1
. > l-y
Commey! O: xo=—2
y
1-y

Et comme —=> 0 (car 0 <y < 1), notre équation admet deux solutionsdans R (ou uneseules y = 1)
y

Tout dément y de 0 ; 1] admet donc au moins un antécedant x dans R.
Donc I'imagede R, par |, est bien ]0; 1].
b. Six1 ]0; 1] aorsx?- x est strictement négatif.
L'inégalité 0 < g(x) < x* - x ne peut pas &tre vrais pour tout x1 R...
Ceci dit, cet encadrement est valablepour xT DouD =]-¥ ; 0 E [1; +¥].
D'apréslaquestion a., lafonction | est strictement positive et majorée par 1 sur R :
pour toutrée t: O0<|(t) <1
Soit x1 D. Alorsx < X2 En intégrant I'encadrement ci-dessus entre x et x*, on obtient :
2
0< Q L(t)dt < x°- X
D'ou, pour tout réedl x1 D: 0<g(X) < x*- x
c. Méme probléme qu'en b. Pour que I'intégrale entre a et b d'une fonction positive représente une aire, il est
nécessaire que les bornes a et b vérifient a < b. Le résultat n'est valable que pour o1 D ; si %1 ]0; 1],
alors g(xo) représente |'oppose de I'aire décrite dans I'énoncé.

d. Soit Flaprimitivede] qui sannule en 0. Nous savons que pour tout rédl x, F est définie par :
F(x) = Q ' (bt

D'aprés larelation de Chasles, nous pouvons exprimer g al'aidede F :

XZ

90 =) HOd= G Odt+ | Od=F6) - F)

Et d'aprés |e théoréme de dérivation d'une fonction composée :

g() =2x (<) - | (x)
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Exercice 9

a:F b:V c¢:F d:V
a. Considéronslasuite (u,) définiesur N par:  u, = %1
n

Cette suite est a termes strictement positifs et pourtant converge vers une limite ¢ nulle.
b. Par définition de la convergence d'une suite (u,) versun réd ¢ :
pour tout intervalle| dutype]/ - e; ¢ + ¢, il existe un rang N & partir duquel u,T 1 (n > N)
Ici, il suffit de choisir e= 1073, Il existe donc un rang N tel que pour tout entier n > N on ait :
lu, - ¢| <103
A partir d'un certain rang, ¢ est bien une valeur approchée de u, 4103 prés.

c. Leméme contre-exemple qu'en a. montre que la suite (In uy,) diverge vers - ¥.
d. On raisonne par récurrence avec la propriété:
A(N): Uy > Uy

Comme par hypothése, on aup > Uy, on aA (0). (La propriété est donc initialisée en 0)

Soit n1 N. Supposons A (n) : Un > Uneq

Par stricte croissance du logarithme:: In(uy) > IN(Un+1)
Un+1 = Un+2

D'ou A(n+1)

Lapropriéte A est donc héréditaire a partir du rang 0.
Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que la propriééA (n) est vraie pour tout entier

naturel n. En conséquence la suite (u,) est décroissante.

Exercice 10
a:F Db:V c¢c:V d:V
a. En utilisant |aforme exponentielle, on apour tout n1 N :
i
CEL PR

2ol = | Il = =

Lasuite (|z,)n1 ~ st donc géométrique de raison

M

b. Pour tout entier naturel n, on a:
Zo- Zw1=(1- 1)Zoe1 - 21 = 1(0- Z441)
Cequi prouve que M, est I'image de O par le quart de tour direct de centre M.

Donc, lestriangles OM, M., sont rectanglesisoce es en Mp.4.
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Mn+1

0 OMh Mn

c. Pour tout entier naturel n,ona: arg(z..) = % +arg(z) [2p]

Lasuite (arg(z,)) est donc arithmétique de raison % . Et commearg(z) =0, 0ona:

_.- P
arg(z,) =n " [2p]

En conséquence::

arg(z)=0[p] U n’ %:O [p] U n=0[4] U nestunmultiplede4
P
d. Pour tout entier nature n, on a: Zo1 = % I4zn

P
iP
La suite (z,) est donc géométrique de raison 72e 4. Etcommez, =1, ona:

Exercice 11
a:V. b:F c¢c:v d:V

Remarquons que | (3 ; 1) éant le mileu de [AB], on a:

G| |G, [A[B]_[G, ]
4 2 (11 2 |2

Donc G,.; est le milieu du segment [1G,].
a. G; est un barycentre de G, = O et de | donc est situé sur la droite (Ol).
G, est un barycentre de G, et de | donc appartient auss aladroite (Ol)
De méme pour Gs.
On peut démonter par récurrence qu'il en est de méme pour tous les points Gy.

b. OnavuqueGpy estlemilieude[lG] :

T
Gn Gn |

Par conségquent G, est I'image de G, par I'homothétie de centre | et de rapport % .
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c. On a, pour tout entier n : Xnt1 =

=Xt (Ea)

Il Sagit d'une suite récurrente linéaire d'ordre 1 (suite arithmético-géomeétrique)

On recherchew tel que: w= %w + g (E2)
On trouve: w=3

En retranchant membre a membre (E;) de (E1), on obtient :

1
Xn+1 - 3: E(Xn- 3)

La suite (uy) définie par u, = X, - 3 est bien géométrique de premier terme Uy = - 3 € deraison % .

d. Onadonc: u,=-3" /==
&2

Remargue : on démontre facilement que la suite de points (G,) converge vers .

Exercice 12
a:V. b:vV c:Vv d:F
On a, go =0, hy =1 et pour tout entier naturel n :

20, + +2
On+1 = —gn 3“1 et hpey = —3gn m
5
a. Pour tout entier naturel n :

-a. + 1
Ont1 - i = gn—hw: == (G- hy)

5 5
Lasuite (g, - h,) est bien géométrique deraison - é .

b. Pour tout entier nature n:

EJlﬂﬁ:gwhﬂ

Ont1 + et = 5

Lasuite (g, + hy) est bien constante égalea gy + hp =1

c. Puisquelasuite (g, - h,) est géométrique de raison - é et de premier termegy - hp=-1,0na:

On - h. = &iibn-l
n n 8 5%
Par ailleurs, on avu que: On+hy=1
1..n-l
En additionnant membre & membre: 2gn:§e.§2 +1
2
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Or,-ET ]-1; 1[, donc; lim ae}g =0
5 n® +¥ 8 5¢

o . 1
On en déduit : lim g,= =
n® +¥ 2

. . & 16n-1
En retranchant membre a membre : 2h,=1- ;& =%
[}
D'ol : lim h,= 1
n® +¥ 2

Les suites (gy) e (hy) ont laméme limite % .

d. Lessuites(gn) et (h,) ne sont pas adjacentes car non monotones. En effet, on a:

3+3, 2
3 20, +3 5 5 12
gO:O;gl:_agzz % I1: 2] 5:_

5 5 5 25

>

OGo<O1 & >0

Exercice 13
a:F b:V c¢c:V d:F
1 1 1
p(By) = — p(V1) = — p(Ry) = —
3 3 3
B: \A R
1 1
p(B2V1) = — P(ReMV1) = —
3 3
1 1 1 1 1 1 1
P(BalBy) = — p(V2lBy)|= — P(Re[By) = — p(VoMV) = — P(B2lR) = — P(V2Ry) = — P(ReR) = —
3 3 3 3 3 3 3
B, A R, B, Vs R B, V, R

a. On a, d'apréslaformule des probabilités conditionnelles :

p(B.CB, )= ps (B)  P(BL) = (1- pg (By))" P(BY) = % %:é
Deméme: p(4GV:)= p(RCR)=
Donc: p(B.CB)+pC)+p(RCR)= 21 1
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b. D'apréslaformule des probabilités totales appliquée ala partition B, E V; E R; :
P(Az) = p(A2 € By) + p(A2 C Vi) + p(A2 C Ry)

PA) = P(BICE, )+ PV GV;) + PR CR,)= 2

c. Pour une couleur donnée, la probabilité d'obtenir n - 1 tirages de cette couleur et un n®™ tirage d'une

couleur différente est :

gt 2

& 3
(formule de répétition d'événements indépendants)
Et commeil y atrois choix possibles de couleur pour lesn - 1 premierstirages:

.n-1

- = o R 2
=3 g Z =
p(Aﬂ) 83@ 3 3[1-1
d. Lasuite (p(A,)) est géométrique de raison % donc:

16

5 A 52

apA)s —————=1- =

k=2 11 3
Et comme 1 1-1; 1, il vient : lim 2 (A)=1
3 Y ' n® +¥ Ezp AJ=

Exercice 14
a:F Db:V c:F d:V
Cet énoncé n'est pas clair. Que signifie la phrase :
"la durée de vie d'un moteur est de 5 ans et suit uneloi exponentielle de paramétrel " ?
Si chaque moteur dure exactement 5 ans, |'affaire est vite réglée et il n'y a pas a épiloguer.
Je pense plutét que ces 5 ans désignent la durée de vie moyenne d'un moteur...

a. Caculons:
5 5
b At 1. a5
Qidi=ged=1-e*11
Lafontion | proposée n'est méme pas une densité de probabilité.

En fait, on peut démontrer, a l'aide d'une intégration par parties, que I'espérance d'une variable aléatoire T

qui suit laloi exponentielle de paramétre| est :

EM= 1

gl

Le paramétre| serait donc égal a: I

Ladensité de probabilité| est alors définie sur R par :
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iO§t<O
O=1q1 -4
i 1e 5s§t=0
15
b. Soit g la durée de la garantie. Calculons la probabilité qu'un client soit dépanné avant g années, c'est-a-dire

la probabilité que la durée de vie T du moteur n'excéde pasg :

91l 2L é _Lu .9
P(T<g) =Qz® Sdt=Ge50 =1- 65
5 ~ i
g H
On dispose de I'information : P(T<g)=05
.9
Cegt-a-dire: 1- e5=05
.9
e 5=05
g=5In2
Et commeln2 = 0,7: g=35

Ladurée de lagarantie est bien de 3,5 ans environ.

c. Par "panne’, il faut entendre "panne fatale" !

2

Xsuit laloi binomiade de paramétresn=10etp=p(T=2)=e 5.
® .26°
Ona: p(x>1):1-p(x:o):1_91_e5i

2

d. L'espéranced'unevariable aléatoire qui suit laloi binomiale de paramétresn et p est :

2
E(X) =np=10e 5

Exercice 15
a:V. b:F c¢c:V d:F
a. Soit Pleplan d'équation 2x- 2y +3z- 1=0.
On vérifie facilement queles points1(0,5; 0; 0), J(1;0,5; 0) et F(0; 1; 1) sont dansP.
Par ailleurs, lespoints |, J et F ne sont pas alignés, il passe donc un unique plan par cestrois points, ce plan
est donc P.
b. Lepoint D, qui est un point de D, a pour coordonnéesD(0; 1 ; 0).
Or, il nN'existe pasderéd k td que
]
10=1+k
i1=1-k
i O:gk

Pour ceux qui I'ont cherché, donnons un systéme de représentation paramétrique de D.
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Un vecteur normal au plan (1JF) est ; nE2;-2;3)
Soit M(X; ¥ ; 2) un point de |'espace. On a:
M(x:y;21 DU ilexistel | Rtelque DM =1 n

Or: DM = -1

N < X

Un systéme de représentation paramétrique de D est donc :
ix=2
ty=1-2
1z=3
c. Soit K lemileu de[AE] (et donc le centre du carré ABED) et H le centre de gravité de ABE.

Onaains :

G| |A|B|E|D H|D
41 111|183 3|3

Donc G; est le milieu de [HD] et comme H est un point de [BD] :
Gs1 [BD]
d. On réduit lasomme vectorielle &l'aide du barycentre Gy, :
MA+MB +MC +nMD = (n + 3) MG,
L'ensemble des points M tels que ||[ MA+MB +MC + nMD || = (n + 3) est donc aussi caractérisé par :
IMG, ||=1

C'est donc le cercle de centre G, et derayon 1.

Exercice 16
a:V. b:V c¢c:V d:F
a. Soit Pleplan d'équationy =-x + 1.
On vérifie facilement quelespoints D(0; 1; 0), B(1;0;0) et H(O; 1; 1) sont dansP.
Par ailleurs, les points D, B et H ne sont pas alignés, il passe donc un unique plan par ces trois points, ce
plan est donc P.
b. Soit Qleplan d'équation 2x- y- z=0.
On vérifiefacilement quelespoints A(0; 0; 0),1(0,5;0; 1) et G(1; 1; 1) sont dans Q.
Par ailleurs, les points A, | & G ne sont pas alignés, il passe donc un unique plan par ces trois points, ce
plan est donc Q.
¢. Un vecteur normal au plan (AIG) est :
n@;-1;-1)
OnaB(1;0;0)eJ0;05;05)dou: BI(-1;05;0,5)
On constate que : n=-2BJ

Donc BJ est aussi un vecteur normal au plan (AIG).
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d. Cette distance ne peut pas étre supérieure a +/3 (grande diagonale du cube)...
Ladistanced entrelepoint B(1; 0; 0) et le plan (AIG) d'équation 2x - y - z= 0 est donnée par :

d= |2XB+yB' ZB|:@
J6 3

Corrigé du concours Fesic 2004 Page 13 G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net

