PROJET SUJET BAC S

Exercice 1
x=0 et y=0
1. Résoudre, dansR x R, le systéme: (94 x% - y? =242
x?y? =2
i
2. SoitZ=2e8,

a) Vérifier que: Z° =242 (1+i)

b) Soitx=Re(Z) ety=1m(2). Ains, Z=x+1iy.
i) Justifierquex>=0Oety = 0.
i) Vérifier queZ’ = x>~ y? + 2ixy.

i) Justifier que le couple (x ; y) est solution du systéme (S).

¢) Endéduire lesvaleurs exactes de cos g etsin g .
3) @ Enutilisant lesformules d'Euler, démontrer que pour tout réel 6, on a:
+ —
cos” 0 = 1+ cos(26) c023(26) et sn’f= 17 cos(26) cozs(ZG)

b) En particularisant convenablement 6, retrouver le résultat de la question 2. c).

Exercice 2
l —_

Pour tout n O N, on pose : In:.[ox“e X dt .

. 1
1. Démontrer que, pour toutn O N : o<I,< 1

En déduire que: liml,=0
n - +oo

Ve * 1

2. Démontrer que, pour toutn O N : lh=nlpy— —

3. Endéduire, par récurrence que pour tout n O N :

4. Démontrer que: e= Zi



Probléme

Partie A Etude d'une fonction g
On désigne par g lafonction définiesur R par: g(x) = e* (x-1) +1
1) Calculer ladérivée g' delafonction g et en déduire les variations de lafonction g.

2) Démontrer queg = O sur R.

Partie B Calcul et encadrement d'une intégrale pour la détermination d'une limite

On considere lafonction intégrale | définie pour x O R par :
X
I(X) = J' (x-t)e' dt
0

1) Enintégrant par parties, démontrer que:  1(X) = €* — (1 + X).

2) Soitx O R". Démontrer quepour toutt 1[0;x],ona: 1< €' < e*.Endéduire'encadrement :

2 X

2 +
X7<I(x)< pour tout x O R .

3) Soitx O R . Démontrer que pour toutt 0 [x; 0], ona: e* < €' < 1. En déduire I'encadrement :

2 X 2 -
X < 1(X) <X pour tout x O R .
2 2
X —
4) En déduire que : lim L?X) = l.
x-0 X 2
Partie C Etude d'une fonction f
o] . rge o * ex _1
On désigne par f lafonction définiesur R par : f) =

On note C; sa courbe représentative.

1) Etudier leslimites de f en —oo et en +oo. Préciser |es éventuelles asymptotes.

2) Démontrer que f se prolonge par continuité en 0 par une fonction que I'on notera encore f. Que vaut f(0) ?
3) Etudier la dérivabilité de f en 0. (On pourra utiliser la question 4 de la partie B)

4) Calculer ladérivée f' de f et préciser son signe. (On pourra utiliser laquestion 2 de la partie A)

5) En déduire que f est croissante sur R.

6) Déterminer une équation de latangente T & C; au point d'abscisse 0.

7) Tracer, dans un repére orthonormal la droite T puis la courbe C; de lafonction f.



Solution du sujet de BAC S

Exercice 1
1. PosonsX = x?etY= y?. Lesdeux équations de (S) sécrivent ainsi :
(E):X-Y=242 et (E): XY=2.
Procédons par substitution :
Avec (Ey), exprimons Y enfonctionde X:  Y=X- 242.
En remplacant dans (E,) : xX-= 2@) X=2
On obtient ainsi |'éguation du second degré suivante :
X*-242X-2=0
Son discriminant A est égal a16 d'ou: X=+2+20uX=+2-2.
Mais comme X = 0 (puisque X= x?),0na: X=2++2 .D'oliY=2-+2

Tenant compte des relations X = x%et Y= y? et des conditionsx = O ety = 0, on déduit :

x=2+42 et y=+2-42

Le systéme (S) admet donc un unique couple solution : S={(\/2+\/§ N2-42 )}
in m . . T
2. Z=2e8=2(cos —+isin —)
8 8

/2

. TU
) zZ=4e'4=47(1+i)=2J§(1+i).
T LT
b) Onadonc: x=Re(Z)=Zcos§ ety=|m(z)=25|n§
i) CommegD[O; g],onacosg>o et sin 220. Doncx>0ety = 0.

i) Z2= (x+iy)° =x2+ 2ixy + (iy)° = x°— y?+ 2ixy.
iii) D'aprés 2)a) et 2)b)ii), ona: x2— y? + 2ixy = 24/2 (1 +i).
Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et leurs parties
imaginairessont égales: a+bi=a +b'i = a=a etb=b.D'ou:
x2— y2=242 et 2xy=242
Clest-&dire: x2- y?=242 e x?y?=2
Et comme, d'aprés 2)b)ii), x = 0 ety = 0, on peut affirmer que:

le couple (X ; y) est solution du systéme (S).
c) D'apréslaquestion1),ona: x=42+2 et y=+2-42

D'apréslaquestion 2),ona: x:ZCosg et y:25ing

(;()Sg:—vz-;\/E et sin g:—“z_z\/z

D'ou :



3) a) D'apreslesformulesd'Euler,ona:

2 (eie +e ]Z— e +e?9+2 _2c05(26) +2 _ 1+cog(26)
4 4 2

) .2 ) )
2o = e -e®)" _ e +e? -2 2c0528)-2 1-cos(26)
2 —4 -4 2

b) En particularisant 6 = g , on obtient :

2
1+cos— 1+—
cos’ LS = 2 - 2+ﬁ.
8 2 2 4
Et comme cos I >0, on obtient : cos I :—M
8 8 2
De méme:
T 2
l1-cos— 1-— _
sn’ LS 4 - 2 - 2-v2
8 2 2 4
Et commesin E>O, on obtient : sin L 2_\/5
8 8 2
Exercice 2

1
Pour tout n O N, onpose: |, = jox”e_x dt .

1. PourtoutxOd[0;1],ona:0<e™ <1.Dou:0< e*x" < x".
1

N

En intégrant sur [0 ; 1], on obtient : o<l 1

D'apres |e théoreme des gendarmes, on déduit que |, admet unelimiteen+co et: lim 1,,=0.

n- +oo

2. Posons, pour nON": u(x) = x" et vV(x) = e . Uneintégration par parties donne :

w1 1 4 _ 1
l,= [—x“e X] +nJ. X"l X dt=—-et+nl =Nl - =
0 0 e

| n
3. Considérons, pour n O N, lapropriété: O (n) : I, = o e- zi
e ) p!
Ona:ly= jle‘x dt = [—e‘x]lz—e‘1+1: 1 (e-1) dou D (0)
Montrons que, pour tout n O N, ona: O (n-1) = O (n)

_ n-1
Supposons O (n — 1), cest-adire: |1 = (=t e- [Z i]

e P p!
Y n-1 | n-1 |
Ona:In:nIn_l—E:nM e— 2i _i_nh Zi _lonto
e e 60 p! e e =0 p!) n! e

Dot O (n).

On en déduit (principe de récurrence) : [ (n) pour tout n 0 N.



| n
On adonc bien pour toutn O N : I, = n e—[zi]

n- +oo n— +oo

. . o "1 o w1l &
4. Puisque lim |,=0,0onendéduit: lim |e- —|[|=0, cest-a-dire: e= lim Z—: .

Probléme
Partie A Etude d'une fonction g
1) Lafonction g est dérivable sur R (comme somme et produit de fonctions qui le sont) etona:
g = e (x-1) + e =xe*
Ona: gX) >0 - xe*>0 « x=0
On en déduit que g est strictement croissante sur [0 ; +oo[ et strictement décroissante sur ]—oo ; 0].
2) Lafonction g admet donc un minimum global en 0. Or, g(0) = 0. Ce minimum étant nul, la fonction g est donc

positive sur R.

Partie B Calcul et encadrement d'une intégrale pour la détermination d'une limite

1) Onpose: u(t) =(x-1) u)=-1
V(t) = € v(t) = €' (aune constante prés)
D'ou: I (X) = [(x—t)e‘]:+ j: edt=-x+e"-1=e"-(1+X).

t

2) Lafonction exponentielle éant croissante, 0 <t < xentrainel < e X

< €.
En multipliant ce dernier encadrement par (x —t) = 0, il vient :
x-t)<(x-t) e'<(x-t) e

En intégrant entre 0 et x (0 < X), on obtient :

[P x-na <19 < e |7 x-tya
0 0

X
. X _ t2 o, X2_X2
or: J‘O (x t)dt—{xt ?} = x =

. + X
D'ou, pour tout x O R : El <I(X) <

3) ldemavecx <t<O.

e —-(1+x) _ 1(X)
T2

NG X

4) D'apreslaquestion 1 :




X
Et d'aprésla question 2, pour x>0, on a: %< @< e?
X
et 1 e s o
Or, I|mO > = > On en déduit, d'apres |e théoréme des gendarmes :
X -

x>0

X _
lim £-0*x) 1
x-0 X 2
x>0
On montre, de méme, en utilisant laquestion 3, que :
X
-1+
”mE_%_Q:l
x-0 X 2
x<0
X _
Bilan: jim £+ _ 1
X-0 X 2
Partie C Etude d'une fonction f
. 1 Lo e-1
1) lim €-1=-1et lim ==0.Donc, par produit, lim =0.
X - =00 X— =00 X X — —00 X

La courbe C; admet donc en —eo un asymptote horizontale d'équation y = 0.

e : 1 :
[im —=+4cet lim (—=)=0.Donc, par somme, lim
X

X — +00 X — +00 X — +00 X

X

= +o00,

Limite infinie en +oo, donc pas d'asymptote horizontale en +oo.

2) i = i &_g—(ﬂ' =1
) XIP?) f(X) N XIP?) X € x:O_ '

Cette limite étant finie, lafonction f admet un prolongement continu en 0 et f(0) = 1.

3) Etudions lalimite du taux de variationde f en 0 :

e"—l_1
F)-FO _  x ~_e-(+x)
X X X2
— X _
D'apréslaquestionB4 ona: lim F) -0 = lim € (? X) = l
x-0 X x-0 X 2

Lafonction f est donc dérivableen O et f'(0) = % .

ex—(e'-1) _ 9(x)

NG X2

4) D'apreslaformule de dérivation d'un quotient : f'(x) =

Lafonction g étant positive sur R, on en déduit que f est positive sur R.
5) On en déduit que f est croissante sur R.

6) Latangente T & C; au point d'abscisse 0 est donnée par I'éguation : y = f(0) + f'(O)x.



Comptetenude f(0)=1et f'(0) = % onobtient: (T) :y= %x+ 1.

y
7) Graphique :




