Les Similitudes Complexes

Prérequis:
- le ours aur les nombres complexes a ééfait ;
- laforme trigonamétrique d’ un nanbre mmplexe (modue, argument,...) est connte;
- I’éaiture mmplexe des transformations usuelles a éé vue.

Objedif :
- mettre en placequelques nations aur les smilit udes diredesdu dan;
- exploiter leur éaiture complexe;
- illustrer leur mise en ceuvre dans larésolution de problémes de géométrie au travers
de quelques exemples smples.

Introduction :
» faireunrappel destransformations conntes;
* on peut commencer par faire observer une frise, seréférer a des motifs répétés mais qui n’ont
pas lamémetaill e (prendre un exemple que les enfants ont conraissent). Les dessns sont semblables.
Laquestionest : Comment définir mathématiquement que deux dessns nt semblables ?

Dans un pgremier temps on rend deux applications, bien connues, une homothétie & une
rotation de méme centre O. Et on vavoir ceque |’on ollient en faisant la mmpaoséedes deux.

On prend un pont M quelconque par une transformation h onl’ augmente h(M) = M’, ensuite
onfait tourner cepoint d’ un certain angler(M’) = M” .

On fait laméme dhose mais cette fois-ci on commence par faire tourner le point et ensuite on
augmente, onadorc r(M) = M; et h(M;) = M. On remarque sans aucune difficulté que M, = M”

M
MH

O O

Prouvorsquer oh=hor
* Onadanslepremier casr(h(M)) =r(M’) =M” ;
d'ouOM’ =k.OM, pusOM” = OM’ (rotation conserve lesdistances) dornc OM” = k.OM

M- M- m - m - - M- ) L M-
etf=(0OM"',OM") = (k.OM,OM")=(OM,OM ") soit (OM ,OM") =0
* Onadanslesecmndcas h(r(M)) = h(M1) =My ;
d'ouOM = OM, pusOM, =k.OM; c'est adire OM; = k.OM

m - m - m - m - - m - - m -
et6=(OM,0M,) = (OM ,k.OM,) = (OM,0OM,) soit (OM ,0OM,) =6

d oulerésultat (M” = M,)



Cours.

Une similit ude direde est une transformation du pan qu multiplie les distances par unréd k et
qui conserve les angles orioentés. C'est la composéed’ une homothétie @ d’un déplacanent.

On sait qu' un nanbre omplexe peut se mettre sous laformea = p. €

L’image d’un pant par une gplicaionf peut s éaire, sous forme complexe:
Z=pz lorsqu'il s agit d’ une homothétie de rappat p ; 8 =0, anglenu ;
Z=€%z lorsqu'il S agit d’unerotation dangle® ; P =1, rappat un;
Z=z+Db b est I'affixe du vedeur de trandation, rappart un et angle nul.

Ici nousavonsf(M) = M” =My ; cequi peut encores éaqire, sousforme omplexe:

DanslepremiercaS'z—pz et 7’ =ef7 =¢ (pz) pe zZ=az
Danslesecmndcas: z =€%z et z=pz=p(€%2)=pefz=az
Nous avons finalement : Z' =a.z,lorsguele cetre est O

Une similit ude direde du dan est la omposé d’ une homothétie & d’ un déplacement (rotation
outrandation). Si nous utili sons les éaitures complexes de d et de h, nows avons :

d:Z=€%z+b,. 0réd et b, complexe

h:Z=pz+b p rappart de h et b; complexe

L’ éaiture omplexedehod=doh: Z =p.(€°.2+by) + by

D’ une maniére générale nous pouvors dorc éaire que I’ éaiture complexe d’ une similit ude
direde est:Z =az+b

Si le cantreest lepoint Q d' affixe w, nowsavons, Z =a.z+b e w=aw+b; par différence
on olient sansprobléme: Z - w=a.(z- w)
lerappart de cete transformation est cdui de I’ homothétie;
I”angle de cete transformation est cdui de larotation.

Si M apou image M’ par lasimilitude S de centre Q (d' affixe w), derappart p et d’angle O ;
géométriquement nous avons les résultats slivants:

m- -
1. QM =p.QM et (QM,QM") =96
2. SA)=A ;9B)=B cestadire r(A)=A; ; h(A)=A e r(B)=B; ; h(B) =8B
M - m -
A'B' =p.AB, or A;B; =AB dorct A’B’' =p.AB
M- M- M- M-

6= (AB,AB,) = (AB.pAB') = (AB,A'B')
SA) =A ;YB)=B -~ AB=pAB e (ABAB)=0



exercices :

- -
Exercicel. Leplan complexe P est rappaté aunrepére orthonamal dired (O, u, v ).

Soit f I"’application ce P vers P qui, atout point M d'affixe z, asocie le point M’ d' affixe Z
3+iv/3_ 1-iv/3
z+

4 2
1° Déterminer la nature des éléments caradéristiques de f.
2° Montrer gue letriangle QMM’ est redangle en M’ (Q est le point tel quef(Q) =Q ;
M est un pant quelcongLe distinct de Q).

défini par : Z =

(D’ aprés BacC, 199)

Corredion:
1. L' expressoncomplexed uresimilitudedirede est delaformé =.z+ b dorcf est une similit ude.
o 3+i/3  1-i/3 X
Lepaint invariant vérifie z = az + b dorc z, = ) o+ 5 et apréscdcul onaz, =2 dortle
centre Q apou coordonrées Q (2; 0).
Lerappat delasimilit ude est donré par |3+|\/§| = \/1_2:£
4 | 4 2
3+iV3_  3+i/3 i
L' angle delasimilit ude est donreé par arg< ) et :ﬁ 3+i1 ﬁeﬁ dorr:l‘angleestE
4 4 242 21 2 6
M - M - ' - — i —]
2. (M'Q,M'M)=ag z ZE ona = Z:(#'\/\g)ﬁg(l .|\/§): ........ = iﬁ
-2, 7-7, [B+iV3)z-2[3+iv3) 3

E: g I'angle QM' M = g c'est dorc untriangle redangle.

Exercice?2.

- -
1° Dans le plan complexe, rappaté aunrepere orthonamal (O, u , v ), déterminer laforme
m
complexe delasimilitudef de caetre Q(1 ; 1), derappat 2 et d angle 3

2° Déterminer analytiquement, pus construire I’ ensemble des points M tels que f(M) est un

m -
point del’axe (O, u).

Corredion:
1. Premiére méthode:
L'expresson complexe d'une similit ude direde est delaformez'=a.z+ b et onsait que le rappat de cdte

m

similit ude est lanorme de a et I'angle de la similit ude est I'argument dea. Iciona: a= 2e|§ =1+i+/3
etz=1+i.Lepantinvariant vérifiezp= azy+ bdou (1+1i) =(1+i\/§).(1+ i)+b
dorch=+/3 a-i laforme complexe delasimilitude est doncz = (1 +i \/§)z+ \/5(1 )]




Deuxiéme méthode :
L'expresson complexe d'une similit ude direde peut également séaire z'- zy=a.(z- z) dorc

z2'-p=a(z-z) - z'-(l+i)=2eig.(z-(1+i)) = z‘-(1+i)=(1+i\/§).(z-(l+i))
On oltient, apréscdcul, Z = (1 +1i \/§)z+ J3 (1 -1) (heureusement le méme résultat).

m -
2. L’ensemble des points M tels que f(M) est un pantdel’axe (O, U ) = Z estunréd

2=(1+iv3)z+ VB(-0) - B ’;:)’(*/\/: */\/:

L’ ensemble des points M recherché est une droite d'éguation y = J3 1-%)

et commey'=0onay= \/5(1—x)

Exercice3.

M- M-
Soit P un dan arienté rappaté aunrepére orthonamal dired (O, u , v ). Onconsidére
I"applicaionf de P dans P qu au pdnt M (x, y) asociele point M’ (X', y') défini par :

O 2 2
Q(':g(x—y)+1+g

O
B '—Q(x+ )+2—3£
EANPE 2

1° Trouver lanature def et les ééments qui la caadérisent.

2° Quelle est I'image par f de ladroite D d' équationy = x.

Corredion:
1. 7= x+|y'_£(x+y)+1+§+|§(x- y) +(2- 3£)|
=g +|)x+£(| 1)y+(1+£)+(2 3£) -£(1+ )X+£(1+|)|y+(l+£)+(2 3£)|
%(h |)(x+.y)+(1+£)+(2 3£) «:z‘—g(h .)z+(1+£)+(2 3£)|
a=z= */_(1+ i) et b= (1+£)+(2 3£)|

o _ . T
On trouve ansi que lerappat de lasimilit ude est 1 et I'angle de cdte transformation est "

Lepaint invariant est donré par z, = az + b ouencorez, = b _ . =2=1+21;Q(1;2

1-a
V2

2. S y=xonax'=1+7 les points appartiennent a cete droite.



Exercice4.
N s . - = n
Dans le plan P orienté on considére un caré ABCD tel quel’angle ( AB, AD) apou mesure +E

On désigne par | et K les milieux respedifs des ssgments[AC] et [CD]. Représenter ces points sur une
figure (onchoisiraAB =4 cm).

On se propcse d’ étudier lasimilitude direde StellequeS(A) =1 et S(C) =K
1° Recherche géométrique des éléments de S.

a) Donrer lerappat et I'anglede S.

b) Démontrer que le cantre Q de Sest le paint d’intersedion autre que | des cercles de
diamétre [AD] et [IC]. Place cescecleset Q sur lafigure.
2° Redherche du centre de s al’ aide des nombres compl exes.

- [ -

Le plan est rappaté airepéredired (A ; AB , AD).

a) Donrer les affixes despaints A, C, | et K.

b) Donrer I’ éaiture ammplexe de S.

c) En déduire les coordonrées de Q.

(D’aprés BacC.E., Amérique du Sud, 199)

Corredion:
Rederche géométrigue::
1. S(A)=1 et SC) =K lerappat delasimilitude est donré
1

par lerappat IK sur AC; IK = Ea e AC=aJ2.0na
K _ 1 2
donc —=—+—=—
AC 22 4
L' angle delasimilitude est donré par I' angle formé par
M- - T
(AC, IK )= 2

V2

Sest dorc une similitude de rappat — et d' angleq
O m 4 4
- - T M- M- T
2. (QA,Ql )= = et(DA,DI )=~
4 4
M- m- M- M- ) .. .
dorc (QA, QI ) =( DA, DI ); on peut en déduirela acyclicité despoints Q, D, A et 1. Q U cercle
circonscrit aDAI = cercle de diametre [AD].
. M- M- M- M- T ) . N
Deméme(QC,QK)=(IC,IK)= " 0 Q, 1, CetK cocycliquesdonc Q O cercle de diamétre [IC]

Ces deux cerclesont deux pdntsd' intersedions et | le paint invariant n' est pas| (ca S(A) = 1) dorc
le paint invariant est Q.

Rederche omplexe:

1. Aapou affixe0 ; Capou affixel+i ; Iapouaffixe% +i% et Kapouaffixe% +1.

;
2. 7' mz+betSA)=1 et SC)=K O %+i%:bet %+i=a.(1+i)+b[] alel



Cours.
Voyons ceque donre la composéede deux similitudesf et g.
Nous avons, d aprescequi a éévu, précéemment : f(z2) =az+b et g2=a.z+l
fog(®=a(@.z+b)+b=ad.z+ab +b
gof(9=a.(aztb)+b =ad.z+a.b+b
fogetgof ont lemémerappat, le méme angle mais n’ ont pasle méme centre ; on peut dornc
eairequefog#gof

exercices :

Exerciceb.

- M-
Dansun dan arienté on considere untriangle redangle ABC tel quel’ angle(CA CB) mesure

+E' La hauteur issue de C coupe (BA) en H et coupe laparalele a(BC) menéepar A en D.

OnpeeCA=betBC=a.
1° Soit slasimilitude direde transformant Cen A et B en C.

a) Déterminer son rappart en fonction dea et b et cadculer sonangle.

b) En uili sant cet angle, demontrer que le centre de sest le paint H.

c) Quelle est I'image de A par s ?
2° En uili sant s démontrer |’ égalité HC2 = HA x HB
3° Soit | lemilieu de [BC], Jlemilieu de [CA] et K lemilieu de [AD]. Démorntrer que le triangle IJK
est redangle en J et que dans cetriangle H est le pied de la hauteur issue de J.

(D’ aprés BacC.E., Polynésie francase, 1997

Corredion: 1. a) S(C)=Aet S(B)=C; lerappat delasimilitude est donré par le
rappat AC sur CB. Onadorc gzg et l'angle delasimilitude est
a

M- M- - M- M- m-

I'angle formé par ( CB, AC)—-(CB CA)=(CA,CB)=

NS

M- M-

b) Soit Q le cetrede S; onadonc (QC, QA) = — doch O cercle

M -
e de diamétre [AC] = C,. (QB ,QC) = E dorc Q O cercle de diamétre [BC]

=C,. Deplus, C; n C;={H, C} et §(C) = A dorc n'est pasinvariant par S,
douQ =H.




O S(A)=A' 0 (HA,HA)= g [2r] dorc A’ 00 (CH) ; S((CA)) est ure droite perpendiculaire (CA)

passant par A (car S(C) = A). Deplus, A' 0 aladroite// a(BC) passant par A.
Donc A'=(CH) n (lal a(CA) passant par A) =D dou A'=D.

HC HA HC HA
2. HY=H ; S(B)=C et S(C)=A onadorc —=k et —=k doc —=—— < HC2=HA xHB
SH) SB) ©) HB HC HB HC
3. Lasimilitude "conserve' les mili eux, dorc | milieu de[BC] O S(I) milieu de [AC]
M- -
D'ouS(l)=J et S(H)=H onadornc( HI ,HJ) = E
M- M- M- M- M- M-
De méme S(J) =K ona(HJ, HK)—— O (HI' ,H))=(HJ,HK)

Cequi prouvequeH, | et K sont alignés et que(JH) est la hauteur issue de J dans (1JK).

M- -
SH=Jet S(JH=KDO (I ,IK)= g dort letriangle 1JK est untriangle redangle en J.

Exercice6. Soit Pun dan arienté rappaté aun repere orthonamédired (O, | ,j)
‘=3 +y-3
Qy X—~/3y+3

1° Soit zI'affixede M, Z I'affixede M’. Trouver une relationsimple entrezet z .
Montrer qu'il existeunréd ktel que, quel que soit A et B dansP d'images A’ et B’ onait :

m - m -
A

A'B'
2° Montrer quef aun pant invariant Q et un seul que I’on determinera.
3° Montrer gu'il existe une homothétie h de centre Q et une droite D passant par Q telles que :
f=hoss=s50h ousp est laréflexion daxeD.

Soit f I’application e PdansP qui aM (x, y) asocie M’ (X', y') définie par :[J

déterminer k. Montrer que f n'est pas une similit ude direde.

-

Corredion:
1. Z=X +iy= V3x+y-3+ix(Xx- V3y+3)= (/3 +i) x (x-iy) -3+ 3.
DoncZ = (v/3 +i) z - 3+3i.
\ 4\D =2

» Sn'estdelaformez'=a.z+ b dorc cen'est pas une similit ude.

ABY = (b'-ald=0J3 +ildb-ad=2

M - -
= Soit o ureréflexion daxe(O; i ),c.ad.: z+— z et g=footd queg:zn—>(\/§ +i)z-3+3i.
g conserve les angles orientés (c'est une similit ude) ; or o ne @nserve pas les angles orientés (c'est une
réflexion) ; dornc f ne cnserve paslesangles 0 dorc f n'est pas une similit ude.

2. Soit 75 le paint invariant cdui-ci vérifie: @K— Bry=3 %( V3 H Q(\/_ J3)
x=+/3y+3 =3



3. hq.ydaprésiel® et le2°, h' of est uneisométrie laissnt Q invariant et changeant les angles de vedeurs
en leurs oppasés. hof est doncuneréflexion=S = f=Sy,oh=hoS,. (homothétie d réflexion don
I'axe contient le centre de I'homothétie permuttent)

Exercice?.

On considére dans le plan complexe, |e redangle OABC ol A apour affixe +/2 et C apou
affixei. On nael lemilieu de[OA], Jcdui de [BC].
1° Montrer que lesredangles OABC et JIAB ont le méme format (Rappel : le format d’un

redangle est ler crtlngﬂ)
g app argeur

. . . . N2 2

2° Soit Slasimilitude direde d éaiture mmplexe: Z =-i > z+ ) +1i.

a) Donrer I’angle @ lerappat de S.
b) Prédser lesimages par S des mmets du redangle OABC.
3° On se propose d éudier quelques propriétés géomeétriques du centre de S, nae Q.
a) Montrer que les cercles de diametre [OJ], [BC], [AB] et [Al] sont concourants en Q.
b) On naeh latransformation So S. Prédser latransformation h et en déduire les
alignements suivants: Q, B et ] ains quede Q, A et C.

Note : Lesfeuill es de format commercial Ao, Ay, ....sont des redangles de format (au sens
mathématiques) égal &+/2. Le format Ao est unredangle d’aire 1 m? (L = 118,8cm, | = 84 cm).

Par pliage on oldient leformat A, ....., pus A4, qu est cdui desfeuillesa écire, de das=ur, etc...
29,7
(onaL =29,7cm, | =21cm, o1 =1,4142857...et /2 = 1,4142857..).
Corredion:
OA_+/2 J_ 1 _ 2
1.Pour OABCona: —=—= ou JACona: —=——==—== méme format.
oc 1 V2 p Al V2 2 V2
2
2.a) Lerappat delasimilitude est lanorme de a, I'angle de la similit ude est I'argument de a, aveca = -i ) ;
2
dorc lerappat est g et I'angle de la similit ude est g .
2
b) O:O|—>%+i 0 SO)=J
2
A: J_|—>|£x +£+|_g O S(A) = |
2
B: ﬁ+u.->u£x(ﬁ+|) % =42 O S(B) =A
2 2
C:i|—>-i%ﬂ+%+i:i+\/§ O S(C) =B

M - m -
3. SQ)=Qe OM SM)=M" O (am ,QM‘)=-% dorc Q [ cercle de diamétre [M'M]

b) S(O)=J0O Q Ocecledediameétre[OJ] S(A) =10 Q Ocercledediamétre [Al]
S(B)=A 0O Q Ocecledediamétre [AB] S(C) =B 0O Q Ocercle dediamétre [BC]



c) h=So0S etS=H(Q;§)OR(Q;—g) = RoH doch=HoROROH

or RoR=H'q..1 (2 rotations successves de rappart —g = symétrie centrale = homothétie de rappart -1)

douh=hoH'oH toutes ces homothéties ont le méme cantre dorc le rappatt est égal au produit des

J2.

V2 1
ts— X (-1) X — = — = 0 h=H"q. -2
rappats 5 x (-1) x 5 > @: 2)

Dans une homothétie le centre, I'image @ le point sont alignés :
h(B)=SoS(B)=SA)=10 Q,B, | dignés. h(C)=SoS(C)=SB)=A0 Q,B, | dignés.



