EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE DEUX
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5.3. Enoncé et démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 1

Contexte :

| est un intervalle non vide et non réduit & un point. Remarque:

. . Sy est unesolutionde (E) sur | dlorsy est
a, b et c sont des applications continues de | dans K. (K = R ou C) o N X
nécessairement éément de C*(1) car :

On considére les équations différentielles suivantes : y'=c—ay-by
(E):y"+ay +by=c Donc y" est continue sur | (car a, b, c, y et
' le sont).
(Eo) :y'+ay +by=0 Y lesony

(Equation sans second membre)

Idem s y est une solution de (Eo).

On notera Y1) (resp. 1)) I'ensemble des solutions de (E) (resp. (Eg)) sur I.
On note également (€) : r* + ar + b = 0 'équation caractéristique de (Eo).

Equations différentielles d'ordre 2 Page 1 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

1. Existence de solution

1.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 2

Etant donnést, < | et (a, B) € K? il existe une unique solution y sur | au probléme:

. (E)
P): B ey
y(to) = o et y'(ty) =B

Démonstration :

. _ y 0 1 y 0 y o
Remarquons quel'on a: (y"j = (_ b — j (y'j + (Cj et (y'j (to) = (Bj On raméne |'"éude d'une équation

différentiellelinéaired'ordre 2 a

PosONS : Y= (yj Ao ( 0 1 j B (Oj et Yo = ( j celle dun systéme différentiel
y -b c B dordre 1.

Q

Ains leprobleme (P) est équivalenta: Y =AY+B e Y(to) = Yo
Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire pour les systémes différentiels d'ordre 1 (démontré en fin de
document) assure |'existence et I'unicité d'une solution sur |.

En conséquence, |e probleme (P) admet une unique solution sur 1.

Maintenant que nous sommes assurés de I'existence de solutions, précisons la structure de I'ensemble des

solutions.

1.2. Théoréme Espace vectoriel S(1)

L'ensemble des solutions S(1) de (Eo) sur | est un K-espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration :
Montrons que S(I) est un espace vectoriel.

Soit f I'application : f:CH1) = ()
yB—y'+ay +by

Il est clair que f est une application linéaire. (Linéarité de la dérivée)
Et comme: Ker f={yeC¥l)|y' +ay +by=0} = ()
On en déduit que (1) est un espace vectoriel (en tant que sous-espace-vectoriel de C(1))
Montrons que dim, S(1) = 2.
Soit t, e |. Considérons I'application : g: () > K2
y = (¥(to), ¥'(to))
Il est clair que g est linéaire. De plus g est bijective d'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Donc g est un isomorphisme d'espaces vectoriels. Comme dim K? = 2, on en déduit

dim Sy(1) = 2
1.3. Consé&quence . : .
Ondit auss parfois:
Soient y; €t y, deux solutions linéairement indépendantes de (Eo) sur I. Alors: y1 et y forment un systéme
yeS() < 3(AB) eK? y=Ay, +By, fondamental de solutions...
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1.4. Théoréme Espace affine Y1)
L'ensemble des solutions (1) de (E) sur | est un K-espace affine de dimension 2 et de direction Sy(1).

Démonstration :

Soit ¢ I'application : @9 x Y1) > S() Espace affine : soit E un espace vectoridl.
Y1, Y2) P Yyi—-Y2 On dit que E est un espace affine associéa E- sil existe
On vérifie que ¢ est bien avaleur dans Sy(1) : une application :
S y/+ay,+byi=c et ys+ay,+by,=c 9:ExE > E,(M.P) > o(M.P)
telleque:
Alors, par différence: (Vi=y2)" +a(i=y2) +by1=y2) =0 |¢ M P)+0P.Q=0M Q (Chades
Donc y1—Y2 € (1) e Vue E,VOeE3MeE u=¢(O, M)

On vérifielarelation de Chasles pour ¢ :

V(Y1 Yo Ya) € (SID)°, @(ys, Yo) + @(Y2 Ya) = Y1 — Yo + Y2 = V3= Y1 =~ Ya = (¥, ¥3)
Et enfin, on vérifiela propriété:

vu e (1), VYo € 1), 3y € 1), ¢(Yo, y) = u

Soient u € (1) et yp € SI).
Onadonc: u'+au+bu=0e yg+ay,+bys=c
Posonsy = yp — u. Alors, ¢(Yo, Y) =u ety € SI).
Enfin, sil existez € Y1) tel que ¢(yo, 2) = U, Cest-a-direz=yo—u alorsz=y.
On conclut : (1) est un K-espace affine associé a (1)
Et comme, dim (1) = 2, on a, par définition, dim (1) = 2.

1.5. Consé&quence
Lasolution générale de (E) est la somme de la solution générale de (Ey) et d'une solution particuliére de (E).

Démongtration :

Notonsyo = Ay; + By, lasolution générale de (Eo). (Y1, Y2) est une base de (1) et (A, B) € K?)
Notonsy, une solution particuliére de (E).

Il est clair queyy + Y, est solution de (E).

Réciproguement, soit y une solution de (E). Alorsy — Y, est une solution de (Eo). Doncy = Yo + Yp.

On amontré: yeql) © y-y,e ()
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2. Wronskien

On avu au parapraphe précédent que |'espace des solutions (vectoriel ou affine) est de dimension 2.

Présentons un outil permettant de vérifier smplement si deux solutions sont indépendantes ou non.

2.1 Définition Wronskien

. . L. Onadonc:
Soient y; et y, deux applications dérivables sur 1.

WYL Vo) =Viy,— Yo v

On appelle Wronskien dey; et y, |'application définie sur | par :
i Y2

! !

i Y2

WY1, ¥2) =

Remarque: s ; et y, sont ééments de C'(1) (avec n e N), alors W(ys, ») est dément de C™(1).

2.2 Propriétes du Wronskien

1. Ona: y; et y, dérivables et liéessur | = W(yy, y2) =0sur |
2. Si, deplusy; et y, sont déments de S(1) alors on a équivalence des assertions suivantes
yietyligessurl < Wy, v2) =0sur | < 3ty e |, Wy, v2)(tg) =0
y; ety indépendantessur | < Aty e |, W(yy, V2)(t)) # 0 < Vip e |, W(yy, ¥2)(to) = 0

Démongtration :
1. Supposonsy; et y; liéessur | : 3(A, B) e K*\(0,0), Ay; +By,=0sur |
Alors: AWYL Vo) =AV1 Yo— Ay Yi=-BY Yo+ By, y,=0sur |
Donc A=00uWy, y2) =0surl
Maisss A=0aorsB=0etBy,=0surl. Doncy,=0sur I.
D'olr : WY1, v2) =0 sur |
Remargue : sans hypothése supplémentaire, on ne peut pas affirmer la réciproque de cette implication.
En effet, considérons: vi(t) =t et yo(t) = |t pourte R
Lesapplicationsy; et y, sont dérivablessur | et :
YL () =3t ey, (t) = 3l
On aalors, pour tout t € R : (V1 Yo— Y2 ¥3)(t) = 3t}t] - 3t°tF =0
LeWronskien dey; et y, est identiquement nul sur R et pourtant y; et y, ne sont pas liées puisque :
vi=Vosur R: et yp=—y,sur R_
Par contre, s on suppose quey; ne sannule jamais sur | alorsla condition W(ys, y») = 0 sur | peut sécrire:

VoY1 — VoY1 y'
k(%) g ar
Y1

b4
Il existe donc une constante k telle que y, = ky, sur | et, par suite, y; et y, sont liées.
Dans ce cas laréciprogue est alors vraie. C'est aussi le cas aussi y; et y, sont déments de S(1). (Voir le point 2)
2. Supposonsy; ety liéessur |. Alorsd'apres 1, on aW(ys, y») = 0 sur I. Donc, afortiori :
Aty € I, Wy, ¥2)(to) =0

Réci proguement, SUpposons : Jto € 1, Wy, ¥2)(to) =0
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Commey; et y, sont solutions de (Ey), elles sont &éments de C¥(1). Donc W(y, y,) est éément de C*(1) et :
W(ys Y2) = Y1 Yot Y1 ¥3 = Y1 Yoo ViYo=Yi(-aYy,—byo) —ya(-ay;— byi) = -aWys, ¥2)
Onendéduit: 3K e K, Vt e I, Wyy, yo)(t) = Ke™™® ol1 A est une primitive de a sur |

E|t0 e |, W(yl, yz)(to) =0
Donc K=0

Or, par hypothese :

Donc: WY1, ¥2) =0 sur |
Montronsquey; et y, sont liéessur |. Siy; =0sur |, il n'yarien afaire.,
Supposons y; non identiquement nulle sur I, alors:
Ao e I, yalty) #0
Posons : Y = Yi(to)y2 — Ya(to)yr
Commey est combinaison linéairedey; ety,: y € S(l)
Or, I'application y vérifie les conditionsinitiales
Y(to) =0 et y'(to) = ya(to) Y5 (to) — Ya(ta) ¥i (to) = WY1, ¥2)(to) =0
Or, d'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire (voir 1.1.), il existe une unique solution de (Ep) qui
vérifie ces conditions. Et comme la fonction identiquement nulle sur | les vérifie auss :
y=0surl
Il existe donc (A, B) e K?\ (0, 0) (asavoir A = —y(to) et B = y;(to) # 0) tel que:
Ay, + By, =0 sur |
y; €t y, sont liéessur |

Les équivalences sur |'indépendance s'obtiennent pas contraposition.

2.3. Théoréme Cas des coefficients a et b constants dans (Eg)
Si I'équation caractéristique : rPf+ar+b=0

e admet deux racinesr, et r, dans C, alors:

S={y:tel > Ae"+Be™, ((A B) e K}

e admet uneracinedoublero dans C, alors:

S ={y:tel > (A+Bt)e" ((A B) e K%

On recherche des solutions de (Eo) sousla

forme: y(t) = €". C'est ains qu'on obtient

I'équation caractéristique.

Démonstration :

Comme on sait que dim S(1) = 2, il suffit de vérifier (al'aide du Wronskien) que I'on a un systéme fondamental

de solutions:
_ . . ght ght . S K=Retry,r; e C aorsen
Deux racines: We™,e™)=" | i =(rp—r)e"* "z 0carry 1, _ _
ne™ r,e” notantri=o +if, (=a—ip)
I'expression des solutions devient :
rot rot i
Racine double : We™  tet)=|© i 7 et y(t) = €(Ceos(t) + Dsin(Bt)
) ! t t
roe  (rot + 1)e ol C=A+B et D=A-B
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3. Résolution de (Eo)

Il n'y a pas de méhode générale pour trouver d'emblée deux solutions indépendantes de (Eo).

3.1. Pour résoudre (Ey) il faut donc dé§a connaitre au moins une solution. (On peut rechercher une solution
évidente sous forme polynomiale ou exponentielle, ou rechercher une solution développable en série entiere :
voir série d'exercices correspondante)

Connaissant alors une premiére solution de (Ey), on peut (sous certaines conditions) en trouver une autre qui lui

est indépendante. C'est |a méthode de Lagrange.

3.2. Théoréme Méthode de Lagrange (ou de variation de la constante)
Supposons connue une solution y; de (Eg) ne sannulant passur I.
On peut déterminer une solution y, de (Ep) qui soit indépendante de y; par la méhode de la variation de la

constante en posant : Y2=Ay: ol e Cl)

Démonstration :

Ona: Yo=AYi+ Ay, Remarque: s y; sannule sur
I, on applique la méthode ci-
Yo=A"y1+ 20 yp + Ay =A"yi+ 20y +A(-ay;—byi)

contreaunintervalleJ c |

En remplagant dans (Eo) : sur lequel y; ne sannule pas.
A'Vi+2)N y + M-ay;-by)+alyi+Ay)+biy; =0 Fuis, on vérifie, a posteriorl,

quelasolution y, obtenue
yiA"+ 2y +ay) A =0 sur J est encore valablesur |

Posons i = A'. Commey; he Sannule passur | :

. Y1 _
Bt (271 + aj n=0 En fait, § on ne choisit pas de constante
particuliére, p est delaforme:
D'ou, par exemple : p(t) = e2Mhn®D-A® oy A est une primitive de a L =H 0O
eﬁA(t) Puis:
Donc : At = ——— AO=H ] e at+K
(va()? o
! Puis:
~AD) )= (H [ e"® dt +K) x ya(t
D'olr : A est une primitivedet = © > vl = I‘Oe 10
(y () est alorsla solution générale de (Eo)

Vérifions quelasolution y, ains construite est indépendante de y;. Pour cela, on calcule leur Wronskien :

Y, Ly . _
WOy, yo) =Wy Ay =, T = Y= et
Vi Ay + Ay
Donc : Vio € 1, Wy, Y2)(to) # 0
Ce qui permet d'affirmer quey; €t y, sont bien indépendantes.
Exemple : résoudre (Eo): (t+1)y'—y —ty=0 surl =]-1, +oof

Il est clair quey; : t > €' est solution de (Eo).
y1 he sannule pas sur 1. Posons : Y2=AVY1

Onaalors: Y5 (1) = (M) + A'(1) €
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y5 (1) = (M) + 20'(1) + 1"(t)) €

En remplagant dans (Eo) :

(t+ 1) (M) + 20 (1) + A"(1)) €' — (A (t) + A'(t)) € —tA(t) e=0

(t+1)A"(t) + (2t + DA() =0
" 1 vy
A + (2—m)x(t)_o

M) =K(t+1) e®

En choisissant K =1 : VO =(t+1) e?

Posons : At) = (at + b) e
Alors: A(t) =(a—2at—2b) e
D'ou: a=-2ib=-2

2 4

: 132tt(1 3)t
Donc: f)=|—=t-——|e“e=|—-—-t-——|¢€
ya(l) ( 2 4) 2 4
Et: (-1, +oo]) ={y: t € ]-1, +oo] > Ae' + B(— %t - g) e, (A B) e R%}
3.3. Application :
; ; ) 5 On appelle équation dEuler (dordre 2)

Résoudre I'égquation d'Euler : (Eo):at"y" +bty +cy=0 sur | =]0, +oof toute équation delaforme
Méthode 1 : aty'®+bty(®)+cyt)=0

On recherche des solutions sous laforme y(t) = t', avecr e C.

Onaalors: at’r(r— Dt 2+btrt+ct' =0

Et commet>0: ar’*-r +br+c=0
On obtient I'égquation caractéristique d'Euler :
) :ar’+(b-ar+c=0
S (£) admet deux racines distinctesr; et r, alors, on obtient deux solutions :

ya(t) = t" et yo(t) = t"

On vérifie que ces deux solutions sont indépendantes en calculant leur Wronskien :

t" t"
n-1 r,-1
rntt rt?

vt e l, Myy, y2)(t) =

D'ol: S ={y:tel > At" +Bt", (A B) € R}

Si (€) admet une racine double ry alors on obtient une premiére solution ;

ya() = t°

ol(ab,c)e K'x KxK
Deux techniques de résolution :
1) Rechercher des solutions sous la forme
y(t) =t" avecr e C, comme ci-contre.
2) On poe y = z 0 In. On obtient une
équation en z a coefficients constants.
On utiliseaors2.3.

=(r—r) t""2 20 carr =1,

Cette solution ne sannulant pas sur |, on peut appliquer la méhode de Lagrange (3.2.) pour trouver une

seconde solution y, indépendante dey; :
Posons : yo(t) = A(t) t™ avech e C¥(I)

On a successivement : Yo (t) = A(1) t +roA(t) tot
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¥ (£) = A"(t) £+ 2rg A'() to 7+ ro(ro — 1) A(t) 2
En remplagant dans I'équation d'Euler, on obtient :
at? (L (t) t" + 2rg A'() to 4 ro(ro — 1) A(t) t72) + bt(A'(t) t +roA(t) 1) + cA(t) t° =0
at©t2a(t) + (2arg+ b) t A1) + (are(to— 1) + bro+c) t A() =0
Et commer, vérifieary(ro— 1) + bro+ ¢ =0, il reste:
at©t?a"(t)+ (2aro+b) t°t A'(t) =0
Or, ro est racine double de (¢) donc 2ary + (b—a)=0d'ou::

athor2an(t) +at°t At =0
Et commeat™*?-0: () + Ylk'(t) =0
Posons = ', ains nous avons une éguation du premier ordreen p :

KO+ T 1O =0

Doi: () = Kae "=k

}L(t)ZKllnt+K2

Et finalement : yo(t) = (K Int+ Ky) t'
Une base de (1) est donc : t>th,t>(nt) th)
Méthode 2 :

On pose: y=zoln
Cest-a-dire: y(t) =z(Int)
Onaalors: y(t) = %z(lnt)

wm:%fmo—%ﬂmo

En remplacant dans (Ep) et en posant x=1Int:
az’(x)—azZz(X)+bzZx)+czx)=0

On obtient une équation en z a coefficients constants.
Notons ) :ar’+(b-ar+c=0
S (£) admet deux racines distinctesry et rp alors:

zZ(x)=Ae"+Be"*

y(t) =z(Int) = At" +Bt"™

Si () admet uneracinedoublerq alors:

z(x) = (A + Bx) e

yt)=z(Int)=(A+BInt) t"
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4. Résolution de (E)

On suppose, dans ce paragraphe que |'éguation sans second membre (E) a d§ja été résolue.
Si I'on connait une solution particuliere de (E), on peut résoudre complétement (E). (Car (1) est un espace
affine de direction S(1)).

A défaut, on présente une méthode ci-dessous qui peut permettre de déterminer une telle solution particuliére.

4.1. Théoreme Méthode de variation des constantes Cette méthode permet de calculer une soltion
Supposons connue une base (y1, Y») de S(1). particuliére de (E). (Sous réserve de déterminer les
1. Lesystéme: primitives H et K)
h 0y ..
(y% y'zj ( j: ( j d'inconnues h et k dans C(1) Attention : ¢ représente
i Yo/ \k c

le second membr e aprés
admet une unique solution. nor malisation !

2. Si H et K désignent des primitivesdeh et k sur |, alors|'application

y=Hyi+Ky,
est dément de §(I).

Démongtration :
1. Commey; &t y, sont des solutions indépendantes de (Ey), on a, d'aprés les propriétés du Wronskien :
Vvt e I, Wy, ¥2)(t) = 0
Or, W(ys, y2)(t) est le dé&terminant du systeme.
Pour chaguet € |, le systéme admet un unique couple (h(t), k(t)) solution.

Donc, |e systéme admet un unique couple (h, k) solution sur (C(1))?.

2. Ona: y=hyi+Hy+ky,+KY,
Or,hy; +ky,=0, donc: y=Hy+KY,
D'ol yV'=hyi+ Hy{+ky,+ Ky}

Or,hy; +ky,=c, dou:
y'=c+H(ay —-by) +K(-ay,-by)=c-aHy +Ky,) -bHy, +Ky)=c—-ay —by
Doncy € ).

Exemples 1 : Résoudre (E):y'+y=$ sur |=]—g; [

K2
2
La solution générale de |'éguation sans second membre est :

t > Acost+Bsint ol (A B) € R?

. . cost  sint) (ht) 0
Résolvons le systéme: . =] 1
—gnt cost) (K(t) st
On trouve: h(t) =-tant et k(t) =1
D'ol : H(t) = In(cost) et K(t) =t
Une solution particuliére est : y(t) = In(cost) cost +tsint
YE S(I)={y:te]—g; g[ > (A+ € In(cost)) cost + (B +t) sintt, (A B) € R%}
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Exemple 2 : Résoudre (E):ty" +ty —y=2t surl=]0, +oof

La solution générale de I'équation sans second membre (équation d'Euler) est :

t|—>At+TB ol (A, B) € R?

L'éguation normalisée est : y'+ Yly' iz ==
Résolvons le systeme : h(t) O
. 2
1 iz k(t) ;
1
On trouve: h(t) = T et k(t) = -t
. 1,
D'ou : H(t)=|ntetK(t)=—§t
Une solution particuliere et : yt)=tint- %
D'olr : S(I)={y:te]0,+oo[|—>A't+TB+tInt (A, B) € R%

4.2. Etudions le cas des équations différentielles a coefficients a et b constants avec un second membre
particulier :

(B):y'+ay +by=c aveca,be Ketce C(l)"smple'

4.2.1. Théoreme Cas d'un second membre polynomial

(B):y'+ay +by=P aveca,be Ke P e K[X]
Notons n = deg P. Il existe une unique fonction polynomiale Q de degré n tel que:
o t > Q(t) solutionde(E) s b= 0.
o tI>tQ(t) solutionde(E)s b=0eta=0
e t > t*Q(t) solutionde(E)sib=a=0.

Démonstration :
e Supposonsb = 0.

Considérons I'endomorphisme o Ky [X] = Kq[X]
Q- Q"+aQ +bQ

On aKer ¢ ={0} car lessolutionsnon nullesde (Ep) : y' +ay' + by =0 ne sont pas polynomiales (2.3.)
Donc ¢ est hijectif. Donc, pour tout P € K,[X], il existeun unique Q € K, [X] tel que: P = ¢(Q)
Cest-a-dire: Q"+aQ +bQ=P

Il existe donc une unique solution particuliére polynomiae Q.

Enfin, ledegré de Q est lemémequecdui deQ" +a Q' + b Q= P, donc égal an.
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e Supposonsb=0et a= 0. L'équation (E) sécrit:y"' +ay =P

Considérons I'endomorphisme o Ky [X] = Kq[X]
R—R+aR

On aKer ¢ ={0} car lessolutionsnon nullesdey' + ay = 0 ne sont pas polynomiales.
Donc ¢ est hijectif. Donc, pour tout P € K,[X], il existeun uniqueR e K, [X] tel que: P=o¢(R)
Cest-a-dire: R+aR=P

Et on anécessairement : deg R=n.

Soit y une solution polynomiale de (E) : y'+ay =P
Donc y'+ay =R +aR
Par injectivité de g, on a: y =R

Doncy est une primitive de R. 1l en existe une seule qui sannule en 0, donc de laforme:
y(t) =t Q(t) avecdegQ=n

Commey est unique, Q I'est également.

e Supposonsb=a=0. L'équation (E) sécrit : y'=P

Doncy est une fonction polynomiale de degré n + 2. (Obtenue par double primitive de P)

Il en existe une seule vérifiant les conditions y(0) = 0 et y'(0) = O, c'est-&-dire de laforme:
y(t) =t* Q(t) avecdegQ=n

Commey est unique, Q I'est également.

Dans la pratique, on identifie les coefficients (en remplagant dans (E)) pour déterminer Q.

4.2.2. Théoreme Cas d'un second membre en "exponentielle-polynéme"
(E):y'+ay +by=e"P(t) aveca,b e K et P e K[X]
Notons n = deg P. Il existe une unique fonction polynomiale Q de degré n tel que:
e t > Q(t)e* solution de(E) s sn'est pasracine de |'équation caractéristique (€) : r’+ar+b=0
e t>tQ(t)eY solution de(E) s sest racine simple de (&)

e t > t?Q(t)e% solution de (E) s sest racine double de (£).

Démonstration :

Posons : y(t) = z(t) e*

onadors: y'(t) _ (2(1‘) s Z(t)) o ::rr::zr:gue: pour toute équation de la
y'(t) = (Z'(t) + 25 2(t) + & 1)) e y'+ay +by= e* f(t)

En remplacant de (E) : Z'+(2s+a)Z+(Ff+as+b)z=P le fait de poser y(t) = z(t) e* donne

On applique alors 4.2.1. une équation en z plussimple.
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4.2.3. Théoreme Principe de superposition
Supposons que |'on connaisse une solution particuliere y; des équations différentielles :
(BE):¥y'+ay +by=c (<i<n)oucg e C(l)

n
Alors, z y; est une solution particuliére de I'éguation :
i=1

By +ay‘+by=Zn:ci
i=1

Démonstration :
Immédiat par linéarité de la dérivée.
Exemple : résoudre (B):y'-3y'+2y=cht surl=R
Solution générale de I'équation sans second membre :
Yo(t) = Ae® + Be'
Cherchons une solution particulierede: (Ey) :y' -3y +2y= % e
Comme s = 1 est racine simple de I'équation caractéristique r* — 3r + 2 = 0, on recherche une solution
particulierey; souslaforme: =Kt e
Y, (1) = K(t+ 1) €'

Yy () = K(t +2) €'

En remplacant dans (E;), on obtient : K = —%
D'ou : ya(t) = — %tet

Cherchons une solution particulierede: (Ep) :y' -3y +2y= % et

Comme s= -1 n'est pas solution de I'équation caractéristique, on recherche une solution particuliére y, sous la

forme: yo(t) = Ke™
Ya () =—Ke™
¥ () =Ke™

En remplagant dans (E,) : K= %

D'ou : yo(t) = % et

D'aprés le principe de superposition, une solution particuliére de (E) est :

1, 1
t)=——te+ —e€
y(t) > o

D'ol: S([R)z{y:te[Rl—>Ae2t+(B—%t)et+%e’t,(A,B)e[RZ}
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5. Appendice

5.1. A propos des conditions de Cauchy

Il est indispensable d'avoir deux conditions du type y(to) = Yo €t Y'(to) = Y1 (ce qu'on appelle des conditions de
Cauchy) pour sassurer de I'existence et de I'unicité de la solution. Si tel n'est pas le cas, le nombre de solutions
peut &retrésvariable (de 0 al'infini...)

Exemple 1 : résoudre sur R : y' +n?y=0avecy(0)=0et y'(0)=0
(Conditions de Cauchy)

L'équation caractéristique est r? + 7> = 0 qui posséde deux racines complexes conjuguéesr, = int et rp = —i.
Les solutions sur R sont les fonctionsy définies par : y(x) = A cos(nx) + B sin(nx)

En dérivant, on obtient : y'(X) = —A © sin(nx) + B 7 cos(nX)

Les conditions y(0) = 0 et y'(0) = 0 nousdonnent : 0=A et 0=B.

Conformément au théoréme de Cauchy-Lipschitz, on a bien une unique solution y = 0.

Exemple 2 : résoudre sur R : y' +n’y=0avecy(0)=0ety(1)=0
(Ce ne sont pas des conditions de Cauchy, mais de Dirichlet)

Comme précédemment, les solutions (il y en a) sont de laforme : y(x) = A cos(nx) + B sin(nx)

La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 0 donne 0 = —-A, donc A= 0.

Et il n'y aaucune contrainte sur la constante B, donc I'éguation admet une infinité de solution de la forme:
y(X) = B sin(nx).

Exemple 3 : résoudre sur R : y' +n’y=0avecy(0)=0ety(1)=1
(Ce ne sont pas des conditions de Cauchy, mais de Dirichlet)

Comme précédemment, les solutions (Sil y en &) sont de laforme: y(x) = A cos(nx) + B sin(nx)
La condition y(0) = 0 donne 0 = A et la condition y(1) = 1 donne -1 = A, d'ou une incompatibilité.

L'équation donnée avec les conditions proposées n‘admet donc pas de solution.

5.2. Lemme de Gronwall

Soient (a, b) € R?aveca<b, g ety : [a, b] — R positives et continues. On suppose::

IC e Ry, Vt e [a b], oft) < C+ ‘[t(p(s)\u(s) ds

It\y(s)ds
Alors: Vte[a b],pt) <Ce?
Démonstration :
Posons G:[a,b] &> R
u - u\ (s)ds
U (J’ (p(s)\u(s)ds) ol
a

Comme les applications ¢ et y sont continues, on en déduit que G est de classe C sur [a, b] (primitives

obtenues par des intégrales a borne supérieure variable dont I'intégrande est continue) et :

7J':\y(s) ds

e a1, 60 =00 v o "y ([ e v e
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e fa 1,60 =v o " (00 - [ a0 o o)

Or, par hypothese : Yu e [a b], p(u) < C+ _[u(p(s)\y(s) ds
a
. 7J'“\y(s) ds
Donc: Yuel[abl,GU) <Cwy(u) e

Soit t € [a, b]. En intégrant cette inégalité pour u alant deaett:

G(t) - G(a) < C J’ () o 1a9%

Par définition de G et comme G(a) =0:

t u t t
t |, w(9)ds -[ w(s)ds ~[y(9)ds
U (p(S)w(S)dSJeL" <c[—eja" ] < ce "% co
a

a

t "w(s)d
Dot : (J’ (p(s)\u(s)ds)S—C+CeLvs °
a
_ J't\y(s) ds
Et finalement oty <Ce®
Application delemme de Gronwall :
Soit p: [0, +o[ — R continue et intégrable.
Montrer que toute solution de I'équation différentielle: Pour des rai'sons de commodité, on écrit
N ici une équation différentielle avec un
By +y=py second membre qui dépend dey !
est bornée sur R..
Ona: S(R,)={y:te R, > Acost+Bsint, (A B) € R%}
Recherchons une solution particuliére y de (E) par la méthode de la variation des constantes :
3 (cost sintj (h(t)j ( 0 j
On résout : . =
—sint cost) \k(t) P y(y)
Ontrouve, pourt € R, : h(t) = —p(t) y(t) sint et k(t) = p(t) y(t) cost

Choisissons les primitivesH et K qui Sannulenten O:

H(t)=—_[; p(s) y(9)sinsds et K(t) = J'; p(s) y(s) cossds
D'ou: y(t) = —U; p(s) y(s)sin sds)cost + U; p(s) y(s) cossds) sintt

t .
Y0 = [ p(s) y(s)sintt - s)ds
Donc, s ¢ est une solution quelconque de (E), alors:

o) =Acost+Bsnt+ J'; p(s) o(s) sin(t — s) ds
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Dou o)l < 1AL+ Bl + [ p(s) o(9) ds

Et d'aprées le lemme de Gronwall :

[ ool as

t
lo(s)| ds
° < (Al+[B)e”

o(t) < (Al + [B]) eI

Conclusion : ¢ est bornée sur R,

5.3. Enoncé et démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire vectoriel d'ordre 1

Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 1

Soient :
o | un intervalle non vide et non réduit a un point.
. peN

. A eC(l, My(K))
(A est représentée par une matrice carrée dont |es coefficients sont des applications continues de | dans K),
o B e C(I, KP)

(B est représentée par un vecteur colonne dont les coefficients sont des applications continues de | dans K).

° thel e Y, e KP On parle déguation différentielle linéaire
) ) ) ) ) vectorielle du premier ordre (ou de systéme
Alors, il existe une unique solution au probléme de Cauchy suivant : différentiel linésire du premier orcre) défini(e) par
Y=AY+B e Y(to))=Yo une condition initiale.

Démongtration :

D& 4, remarquons qu'une application Y (de | dans KP) vérifiant Y' = AY + B est nécessairement de classe C* (car
A et B sont continues)

On commence par transformer I'équation vectorielle en une éguation intégrale.

Si Y est une solution du probléme de Cauchy, alors pour tout t € |, on obtient en intégrant I'équation

Y'(u) = A(w)Y(u) + B(u) pour u alant dety at :
Vtel, Y - Y(t) = J’ :0 A(U)Y(u) + B(u) du
Et tenant compte de la condition initiale Y(tp) = Yo :
Vtel, Y(O)=Yo+ J’ :0 AU)Y (U) + B(u) du

Réciproquement, toute application Y de classe C' vérifiant I'équation ci-dessus est solution du probléme du
Cauchy.

On adonc I'équivalence :

(Y=AY+B e Y{t)=Y) < Y=Yort J’ : AU)Y (U) + B(u) du

On suppose que | est un segment [a, b]
Notons E = C(l, KP). (E est I'espace vectoriel des applications continues de | dans KP)
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On rappelle que E muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.

En effet, comme | est un segment, les ééments de E sont des applications bor nées. Soit (f,)n < n Une suite de

Cauchy dédémentsdeE. Alors:
Vee RI,INe N, V(p,q) e N>, (p=q= N = |Ifp— folbe <€)

Pour un tel rang N, on aalors:

vxel,(p=q=N = [|fo(X) = foX)l- < &)

Lasuite (fn(X)) n < n €st donc de Cauchy dans KP complet donc converge vers un dément f(x) e KP.

On définit ains une application f € C(1, KP).

f est bien continue car limite uniforme d'applications continues puisque en faisant tendre g vers+o, on a:

If = foll-< &
De plus, f est bornée puisque:: Il < 11f = Folke + lfolk-
On abien prouvé que E est complet. C'est donc un espace de Banach.
Revenons a la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipchitz.

On considére I'application :

O E—>E

Pour intégrer un vecteur, on
intégre chague coordonnée.

FoOF) : I ->KP

t Yot J': AU)F (U) + B(u) du

(d est bien définie puisque ®(F) est continue (car dérivable) sur )
Montrons que ® admet un unique point fixe.
Soient F et G deux édlémentsde E :

RO - GO = | AUFQ) -Gu)d

D'oU : |©(F)(t) — D(G)M)]| < ‘ J’ : [ A(U)(F (u) — G(u))| du

Comme My(K) est de dimension finie, les normes d'applications linéaires sont continues, donc :

IACU)(F(u) = GUDIl < [IAWITHIF(W) = Gu)ll

Or, A(u) € My(KK), donc en notant A(u) = (a;;(u)), on a: [[A(U)|| = max |a;(u)| < max |[aj]|.-.
] ]
En posant k = max [ja[L., on obtient : [@(F)(t) — d(G)M)|| < kIt — to] [IF — Gl
]

Montrons par récurrence la propriéé:

K"t~ tg]

o) OFE)®) - PSOI < ——

IF - Gl

On vient devoir quel'on a g (1).

Supposons @ (n), alors:

<

“q)ml(':)(t) _ CDml(G)(t)“ < ‘I: ||A(U)(q)n(u) - q)n(u))" dU

t n _ n
[fro bl M=t F G, du
t n!
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kn+l|t _ tO|n+l

[27EO - OO < = ]

IF - Gl

Cequi est (n+ 1). Du principe de récurrence, on déduit : Vn e N', o (n).

En passant a la borne supérieure pour t € [a, b], on obtient :

N N kﬂ b _ n
j0°F) - '@l < <L -

., k'b—4a" . PV, .
Comme la quantité |—'a| tend vers zéro lorsque n tend versl'infini, il existe un entier N pour lequdl :
n

N N
% <1

En conséquence, ®" est contr actante.
Comme E est complet (et fermé), le théoréme du point fixe permet d'affirmer que ®" admet un unique point
fixeY e E.
Onaalors: OND(Y)) = D(DN(Y)) = D(Y)
Par unicité du point fixe de ®", on en déduit : o)=Y
Donc @ admet un point fixeY.
Si Z &ait un autre point fixe de ® alors Z serait point fixe de ®" et donc Z = V.

En conséguence, ® admet un unique point fixe Y.

t
Il existedonc un unique Ytd que Y= Yy + _[ A(U)Y(u) + B(u)du, ce qui démontre |e théoréme de Cauchy-
to

Lipschitz linéaire d'ordre 1 sur un segment.

On suppose maintenant que | est un intervalle quelconque (non vide et non réduit a un point)

On congtruit alors une suite croissante de segments [a,, b,] contenant to dont laréunion est |.

D'aprés ce qui précede, il existe une unique solution Y, au probléme de Cauchy sur [a,, by).

Et par unicité, pour tout n € N, larestriction de Y,,,; a[an, b, coincide avec Y,,.

On définit alors: Y(t) = Ya(t) St e [an, by

On aains construit une solution du probléme de Cauchy sur .

Reste a prouver I'unicité : soit Z une autre solution du probleme de Cauchy sur |, alorsil existeunréd t; € | td

que Z(t;) # Y(t1), ce qui contredit |e théoréme de Cauchy-Lipschitz sur un segment contenant t;.
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