EXEMPLES D'EMPLOI DE SERIES ENTIERES OU TRIGONOMETRIQUES POUR LA RECHERCHE DE
SOLUTIONS D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1
1. On considére I'équation différentielle suivante :
(B):4xy" +2y' -y=0
a) Rechercher une solution ¢ de (E) développable en série entiére. Préciser son rayon de convergence R.
Exprimer ¢ avec les fonctions usuelles.
b) Résoudrel'équation (E) sur lesintervales| =]-oo, O[, puissur J =]0, +oo[.
c) Déduire des questions @) et b) I'ensembl e des solutions de (E) sur R.
2. On considére I'équation différentielle suivante :
(B) :xy" +2y' +xy=0
Résoudre (E) sur R. (Méthodelibre...)

Commentaires sur cet exercice : on résout ici une équation sans second membre. On commence par rechercher une solution sur R

développable en série entiere. On en déduit les solutions de (E) sur des intervalles ou I'équation est normalisable. Enfin, on étudie les
conditions que doivent satisfaire les différentes constantes pour obtenir un raccord en 0.

Dans cet exercice, I'espace vectoriel des solutionssur R est de dimension 1.

Exercice 2
On considere I'équation différentielle suivante :
(B) :x?y" +4xy +(2- x*)y=1
1. Déterminer une solution f de (E) développable en série entiére. Préciser son rayon de convergence R.

Exprimer f avec les fonctions usuelles.

2. Vérifier quel'applicationg: x > —izest une solution de E sur R’
X

En déduire toutes les solutions de (E) sur R".

Commentaires sur_cet exercice : on résout ici une équation avec second membre. Contrairement a |'exercice précédent, I'équation sans

second membre n'admet pas de solutions développables en séries entiéres (essayez...). Par contre, I'équation avec second membre en
admet une. Connaissant une autre solution particuliére g, on peut en déduire (par différence f - g) une solution ¢ de I'équation sans
second membre et donc toutes les solutions.

Dans cet exercice, I'espace affine des solutions sur & est de dimension 2.

Exercice 3
On considere I'équation différentielle suivante :
(E) : Xy" +4xy + 2y =In(1 +x)
1. On consideére I'éguation sans second membre :
(Eo) : X&' +4xy' +2y=0

Déterminer les solutions de (Eg) sur ]0, +oo[.
2. Rechercher une solution particuliere f de (E) développable en série entiére au voisinage de 0.

Exprimer f al'aide des fonctions usuelles.

3. Endéduiretoutes les solutions de (E) sur ]0, +oo].

Commentaires sur cet exercice : on résout ici une équation du type "Euler”.

Dans cet exercice, |I'espace affine des solutions sur ]0, +o9 est de dimension 2.
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Exercice 4

Trouver un développement en série entiére au voisinage de 0 des applications suivantes

X
fix e J e dt
0

(On montreraque f vérifie le probléme différentiel suivant : y' — 2xy = 1 et y(0) = 0)

g: x > (arcsin x)? (xO1-1, 1))
(On montrera que g vérifie le probléme différentiel suivant : (1 - x4)y" = xy' = 2, y(0) = 0 et y'(0) = 0)
arcsin X

h:x— ———— (xO]-1,1])

V1-x?
(Méthodelibre...)

Commentaires sur cet exercice : on recherche dans cet exercice des développements en série entiére de fonctions données. La technique

consiste a déterminer une éguation différentielle vérifiée par la fonction. On résout ces équations en recherchant des solutions
développables en série entiere...

Dansle premier cas, on obtient une expression de la fonction " erreur” de Gauss.

Exercice 5
On considere I'équation différentielle : (E):y'(t)+ €'y®) =0
On note f une (éventuelle) solution de (E) sur R.
1. Démontrer : f est 2repé&riodique < (f(O)=f(2m) et f'(O)=f'(2m))
2. Onsuppose, de plus, que f est 2repériodique.

a) Justifier que la série de Fourier de f converge uniformément, sur R, vers f :

il . 1 p2n »
OtOR, f()=Y c,(f)e™ ob = — t)e ™ dt
0= 2 e(Ne o el = [ f0
b) Calculer les coefficients de Fourier de f* en fonction de ceux de f.
En déduire une relation de récurrence entre les coefficients ¢,(f) et ch-1(f).

c) Calculer c_y(f). En déduire une expression de f sous la forme d'une somme d'une série.

Commentaire sur cet exercice : On recherche ici une solution 27zpériodique développable en série trigonométrique d'une équation

comportant un coefficient complexe.

Exercice 6

Soitf:R - R
t > Jsint|

1. Calculer les coefficients de Fourier (trigonométriques) de f et préciser la convergence de sa série de Fourier.
2. On considere I'équation différentielle : (B):y'+y=Jsin¥
a) Montrer que (E) admet une unique solution tepériodique sur R.

b) Déterminer la solution de (E) vérifiant les conditions: y(0) =0 et y'(0) = 0.

Commentaire sur cet exercice : on étudie ici une équation différentielle en recherchant une solution particuliére développable en série

trigonométrique.
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EXEMPLES D'EMPLOI DE SERIES ENTIERES OU TRIGONOMETRIQUES POUR LA RECHERCHE
DE SOLUTIONS D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES - SOLUTIONS DES EXERCICES

AVERTISSEMENT :

Considérons |'énoncé suivant :

Résoudre I'équation (E) : x>+1=0
Et imaginons la solution suivante :
Soit x une solution réelle de (E).

D'une part, (E) peut sécrire:: (x+1)2-2x=0
(x+1)%=2x

Or, x éant réel, on a: 0< (x+1)7?

D'ou: x>0

D'autre part, (E) peut sécrire : (x-1)2+2x=0
(x - 1)*=-2x

D'ou: x<0

On en déduit dors: x=0

Dans |e raisonnement ci-dessus, on aboutit & une valeur de x qui n'est pas une solution de (E).

Pourquoi ? Car I'hypothése de départ ("soit x une solution réelle") est bien sir fausse.

Or, lorsgu'on recherche une solution d'une équation différentielle sous forme de série entiére, on est parfois
amené a écrire : "soit f une solution de I'équation différentielle développable en série entiére de rayon de
convergence R> 0". Mais, a ce stade, on ne sait pas s une telle solution existe ! Pourtant, on va effectuer des
calculs et arriver, peut étre, a une "solution” f (comme dans I'exemple ci-dessus)... Il faut bien comprendre
gu'il sagit d'un raisonnement par implication (si il y a une solution dSE, c'est ...). 1l est donc indispensable
d'étudier la RECIPROQUE (i.e. se poser la question : la fonction f trouvée vérifie-t-elle effectivement

I'éguation différentielle ?)

Exercice 1
1. @) Supposons qu'il existe une série entiére ¢ de rayon de convergence R > 0 solution de (E) sur R.
Notons:: d(x) = Zanx”
n=0

Le théoréme de dérivation d'une série entiére permet d'écrire, pour tout x 0 ]-R, R[ :

¢'(0 =D nax"*

n=1

0"() = D ,n(n-Da,x"2
n=2
Comme on a suppose ¢ solution de (E) sur ]-R, R[, on a:

4xZn(n—1)anx“‘2 + Zz:nanx”‘l —Z:aﬂxn =0

n=2 n=1 n=0
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Soit, par réindexation : 214(n+1)naﬂ+1xn + 212(n+1)aﬂ+1xn —Z:aﬂxn =0

n=1 n=0 n=0
2a, —ag+ Z((2n+ 2)(2n+Da,,,—a,)x" =0
n=1

Et par unicité des coefficients d'une série entiére :

a:ietanﬂ_ a

2 T (@2n+D(2n+2)

On en déduit par récurrencefacile:  OnON, a, = %

Aing, il apparéit que s (E) admet des solutions dével oppables en séries entiéres, elles forment un espace
vectoriel de dimension 1 engendré par ¢ définie par :

n

KOIRRL 00 = Y X

= (@)
Calculons le rayon de convergencede ¢ :
|aﬂ+l|: (2n)| - 1 00 Os 0
la,| (@n+)! 2n+1 -

D'aprésletest de D'Alembert, on adonc R = +oo,
Exprimons ¢ avec lesfonctions usuelles:

On sait que, pour tout x O R :

_ ( 1)n 2n
(2 yoo esXE Z; (@n)!

Le rayon de convergence de ces séries entiéres étant infini, on en déduit :

Xn
DXD [R-H Ch = o ]
V= = (2n)! (2n)'
chvx six>0
D'ou, pour A =1 ; P(x)=<1sx=0
cosv-x six<0
On remarque que ¢ est de classe C” sur R et en particulier :
OnON, ¢™(©0)=nla,= ——.
¢V (0) =nt a, @)
Enfin, on vérifie que ¢ est bien solution de (E) sur R :
Ox O R,,
1
ax shyx +—— ch\/_]+2( &)—ch\/;=0
( 4xJ— 2Ux 2Jx 2x
Ox O R-,
ax| —1 snvx+— 1 cosix +2(Lsin —x] ~cosvV- X =
A(-x)N-x PNE N 2J-x
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b) Résolution de (E) sur J=]0, +oo[ :

Soit y une solution quelconque de (E) sur J. (On sait qu'il en existe d'aprés a))
Posonsy = z¢ et recherchons une équation différentielle (E') vérifiée par z. (Méhode de Lagrange)
Ona: y =Z¢ +zd'
V' =Z'0+27¢ + 29"
Enremplacant dans (E) : 4x(Z'd +2Z¢' + z9") + 2(2p +z9") —zp =0
Et comme ¢ est solutionde (E) :  4x(Z'd +22¢") +2(29) =0
Ax0Z' + (8x¢' +2¢)Z =0

Et comme, sur J, ona: ¢(x) =ch Jx (et donc ¢'(x) = Z\l& x (shv/x))
On obtient ; Ax ch/x 7' + (Bx—— x (sh X ) + 2 ch/X )Z =0
2Vx
Et commex >0, onobtient (E): Z' + {tri/\g + %] z=0
shv/X
VX 2f u'(x) _

Remarquons que : < oy =2 () avec u(x) = chv/x .
Donc une primitive de x = tf est X > 2In(u(x)) = 2In(ch\/_)
D'otl I'on déduit - 205 = K -2In(chvx) - Inx

ou |'on déduit : xX=Ke (Ch\/_)Z\/_
Remarquons que : ! =2x ! X 1. 2 U'(x) x avec u(x) = Jx

(chvx)%/x 2x  (chv/x)? chu(x)? ( X))?
Donc une primitive de x _r est x = 2th(u(x)) = 2th/x
(chv'x)2Vx

D'otl I'on déduit : 2(x) = 2K thy/x + H
PUis: (%) = 2(X) $(X) = (2K th/x + H) ch/x

y(X) = 2K shv/x + H ch/x

En posant A = H et B = 2K, on obtient finalement la solution générale de E sur J:

y(x) = Ach/x + B sh/x

Résolution de (E) sur | =]-o, O[ :

La méthode précédente ne pourrait pas sappliquer ici avec ¢(x) = cosv— x car |'équation différentielle
(E') vérifiée par z ne serait pas normalisable... (Car cosv— x possede une infinité de 0).

On proposeici une autre méthode (qui, €elle, était aussi applicable sur J). Le changement de fonction :

Posons : Z:]-0,0 - R
ty(-t)

Ainsi, pour x O 1 ; y(¥) =z(v- x)
Y0 === 2(4X)
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y'(x):—4—1)(z'(d—_x)+ 1 Z(~-x)

4xr- X
En remplacant dans (E) :
(V= X) + % 2(V=X) —%z‘(«/—_x) ~AJ=x)=0
Clest-a-dire: Z'(t)+z(t)=0
D'ou I'on obtient : Z(t)=Ccost+D sint
y(X) = Ccosv/- x +Dsinv-x
¢) Raccords

Soit y une solution sur R.

Continuité dey : y(0") =y(0") entraine (A=Cety(0) =A)
. Ashv/x  Bchvx
Continuité dey' : "(X) = + >0
y Y= " v

y0) = Asinv-x _ D cosv- x
2J-x 2J-x

. AshWx _ A . Asnv/-x _ A
Or, lim =— e |lim ——=—
x-0" 2/x 2 x-0"  24=x 2
Par contre les applications x > Bchvx e x - Deosv-x n'admettent de limites en O

24x 2=

(respectivement a droite et a gauche) quesi B =D = 0. De plus, nécessairement : y'(0) =

N>

On adonc, a ce stade :y(x) =AchyJxs x>0 et y(X) =Acosv- x six<0 ety0)=A
Doncy = Ad (ol ¢ est lafonction de classe C” définie sur R vue ala question a))
Bilan:

L'espace vectoriel des solutions de E est de dimension 1 et :

AchVx six >0
ysolutionde(E) = y(X)=<Asx=0 AOR
Acosv-x six<0

2. (B):xy"+2y +xy=0
On pourrait procéder comme ci-dessus maisil y abien plussimple!

Posons : Y =xy
Ains : Y =y+xy
Y Sy +y+xy" =2y +xy' = -xy=-Y

Onadonc: Y(X) =Acosx+Bsinx
D'ou:
Pour x>0 y(X) :Aﬁ+ Bﬂ

X X
Pour x<0: y(x):CCOSX+Dﬂ

X X
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Raccords:
La continuité dey entraine :

COs X

A=C=0(cax = napasdelimiteen0) e B=D (car y(0") =y(0))

Les expressions de y sont maintenant les mémes sur ]0, +oof et sur ]—oo, O[. Donc les dérivées suivantes (qui

existent) se raccordent automatiquement.

L'espace vectoriel des solutions est donc de dimension 1 et :

sinXx .
y(X) = A_x SX#O,AD[R
As x=0

Exercice 2

1. Supposons qu'il existe une série entiere f de rayon de convergence R > 0 solution de (E) sur R.

Notons: f(x) = Zanx”

n=0
Le théoréme de dérivation d'une série entiére permet d'écrire, pour tout x 0 ]-R, R[ :

F09= 2 nax™

n=1
F100= 2 n(n-Dax"?
n=2
Comme on a suppose f solution de (E) sur |-R, R[, on a:

X2 Z:n(n—l)anx“"2 + 4XZ:nanx”‘1 +(2- x?) Zanx” =1

n=>2 n=>1 n=0

Z:n(n—l)aﬂxn + 42 na,x" + ZZanx“ - Zan_zx” =1

n=2 n=1 n=0 n=2

28 + Bayx + Z[n(n—l)an +4na, +2a,-a,_,] =1

n=2

Et par unicité des coefficients d'une série entiére :

=3
3 =0
. )
=— "2 ___pourn=2
& (n+1)(n+2)p
. x 1
On en déduit, par récurrenceque: Op O N, agp.; =0 et ap, = ———
p q p Dp-1 op 2p+2)!
© X2n
D'ou : OxO]-R R, f(x) = —_—
| L 709 nZ::‘)(Zn+1)!

Calculons le rayon de convergence de f :

Onaf(0)=a0=%.
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X2n

Soit x O R” fixé. Notons Up =
(2n+1)!
2
[Unaa | 2 (@n+D)! _ X 000-0
| u, | (2n+3)!  (2n+2)(2n+3) "=

D'apresle test de D'Alembert pour les séries numériques, la série converge.

Ceci étant valable pour tout x 0 R", on en déduit : R = +oo.

Enfin, on vérifie que f est bien solution de (E) :

X2 F(X) + AXF () + (2= X2)f(X) = x Z:n(n—l)anx“"2 + 4XZ:nanx”‘1 + ZZanx” - x? Zanx”

n=2 n=1 n=0 n=0

Zn(n—l)anx” + 4Znanx” + ZZanx” - Zan_zx“

n=2 n=1 n=0 n=2

=1+ Z[n(n—l)an +4na, +2a,-a,_,] =1

n=2

Exprimons f avec lesfonctions usuelles :

1 & X2 1 & ¥ chx-1 1
OxO]-R RO}, f)= = Y ———= = = et f(0) = =
] (MO} 769 X2 §(2n+2)! x° Z;(Zn)! X2 0 2
2 * - 2 " 6
2. gestCsurR et: DxDlR,g(x):—s;g(x):——4
X X
. 2 . 2 6 8 2
Onaadlors: OxOR, x°g'(¥) +4xg' () + (2= X7 )g¥) =——+ - —+1=1
X X X

g est bien solution de E sur R”.
f et g sont donc deux solutions particuliéres, sur R, de I'équation avec second membre (E).
Donc lafonction différence (¢ = f — g) est solution, sur R, de |'équation sans second membre (Ey).
On applique aors la méhode de Lagrange pour trouver toutes les solutions de (Ey) :
Posonsy = z¢ et recherchons une équation différentielle (E') vérifiée par z
Ona: y =Z¢ + 2z’

y'=Z'd +22¢" + 20"

En remplacant dans (Eg) : X2 (Z'd + 2 Z¢' + z9") + 4x(Zd + z0) - (2 - x?) 20 =0

Et comme ¢ est solution de (Eo) : X2 (Z'p +22¢") +4x(Z9) =0
2 - -
Et comme - Ox O [IR*,(IJ(X): chzx o ¢'() = x“shx 42xchx: xsh x 3Zchx
X X X
Ona: chxzZ'+2shxzZ=0
Et commechx>0: Z'+2thxzZ=0
_ A
2(x) = Ae 2In(chx) _
) ch? x

z(X) =Athx+B
D'ou finalement, la solution générale de (Ey) :

Ashx+Bchx
y(x) = —
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Et lasolution généralede E :

SR ={y:xOR" p» ANX*BNXTL ) g Ry
X

Exercice 3

1. 1l sagit d'une éguation d'Euler. (Voir le cours sur les équations différentielles pour lathéorie générale)

On recherche des solutions sous laforme y(x) = X, avec r 0 C.
Onaalors: Xr(r =X 2+4xrX+2x =0
Et commex>0: (r’-r+4r+2=0
On obtient I'éguation caractéristique d'Euler :
(Q:r*+3r+2=0
r+)(r+2)=0

On trouve deux solutions :

1 1
yi(x) = X et ya(X) = Z
Ces deux solutions sont indépendantes (leur Wronskien est : il 3;2 == i4 #0)
1 Y2 X
o 1 1
D'ol une base de (Eo) : (x|_>_;x._>_2]
X X

2. Méthode 1l : utilisation d'une <rieentiére

Supposons qu'il existe une série entiére f de rayon de convergence R > 0 solution de (E) sur R.

Notons:: f(x) = Zanx”

n=0

Le théoréme de dérivation d'une série entiére permet d'écrire, pour tout x 0 ]-R, R[ :

(0= D nax"*

n=>1

F1(0 = D n(n-Da,x"?

n=2

Comme on a suppose f solution de (E) sur ]-R, R[, on a:

X2 D n(n-1)a,x"2 +4x D na,x"" + 2% ax"=In(1+x)

n=2 n=1 n=0
(_1)n—lxn
Zn(n -Da x" + 42 na,x" + ZZanx” = Z—
n=2 n=1 n=0 n=1 n
(_1)ﬂ—lxﬂ
2ag+ 6agx + Y [n(n-1)+4n+2Ja, =x+ » ="
n=2 n=2 n
Et par unicité des coefficients d'une série entiére :
l _n\n-1
a=0; a= 5 On= 2, (n°+3n+2)a,= (G
_n\n-1
aO:O ;UOn= 1, a,= L
n(n+)(n+2)
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A _ — N (_1)n—1 n
D'ou: OxO]1-R R}, f(¥) = Z;—n(n+1)(n+2)x

Comme le coefficient a, est une fraction rationnelle, on aR = 1. (Appliquer le test de D'Alembert)
Exprimons f al'aide des fonctions usuelles.

Déja, on ala décomposition en éléments simples suivante :

1 A B C
FN)= ——=—+ —+
nn+H(n+2) n n+l n+2
1
e nF(n) |[n=0donne: EZA
e (n+21)F(n) |n=-1donne: -1=B
e (n+2)F(n) |n=-2donne: %:C

D'ou, pour tout x [0 ]0, +oo[ :

(GAIVIE o G VAV IR I o G
e = Z n X Z:n+1X+Ez:n+2X

n=1 n=1 n=1

_1 N (_1)n—1 n 1 3% (_1)n_1 n
f(X)-§|n(1+X)+;nz:;Tx +—22—x
f(x) = %In(1+x) + % (In(L+x) = x) + 2—)1(2 [In(1+ x)—x+X_22]
1 1 1 1
f(X)—( "‘X+§)In(1+x)—1—§+Z

9= O inaaxg - Lo
2x2 2X

Mlow

M éthode 2 : variation des constantes

On connalt une base (x = 1 P X |—>—) de (Ey).
X

Considéronslesfonctions f delaforme:

F(x) = A(X) + B9 oy A BOC(RY, R)
X
Fx) = A(x) A;E;() + B;((zx) _ 2Iigx)
Imposons la condition (C,) : ¥+i2x): 0,ans :
X
F(x) = A(x) Zng)
X2 X

£ = A;((zx) + Zigx) B 2I?)>(’3(x) + GI?(SX)

Remplacons dans (E) :
LA + 2A(x) _ 2B'(X) + 6ng) _4AX) 88(2x) + 2A(x) + Zng) ~In(L +x)
X X X X X X X
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On obtient (Cy) : -A'(X) -

wzln(1+x)
X

Onrésout le systéme {(Cy) ; (C,)} dinconnues A et B'.

x

_ wE| (RO (O o S e (s
(Ce systeme sécrit encore , = | s | €6 ON st quil admet une unigue solution car lafamille [xn—>7 P X —] est
-1 2 B (X) 2 X XZ

x2 3

libre, ce qui rend Iégitime d'imposer la condition (Cy)...)
On effectue x(Cy) + (Cy) : _B® =In(1 +x)
X
B'(X) =—xIn(1 +Xx)

Cherchons une primitive al'aide d'une intégration par parties:

B(x) = _thln(1+t)dt:—|:t2|n(it)} + 1 J-x t2 i

2 1 2 J1 1+t
2 2
or, t_:1+2t+t _1+2t:1+t_2+2t+i: B +i
1+t 1+t 1+t 1+t 1+t 1+t

2 2
_X7In(1+x) L X

X
B(x) = =
) 2 4 2

+ % In(1 + x) (+ constante)

En choisissant une constante nulle :

2 2
12X e+ X - X
2 4 2

B(x) =

D'autre part : AX)=- @ =In(1 +x)

AKX) = (1L +X)In(1 +x) —x

On en déduit une solution particuliére f de (E) :

A(X) . B(X) _ 1+x A-x)Inl+x) . 1 1
= + = In(l+x) -1+ ~———~2 ~ "7+ —
yP(X) X X2 X ( X) 2X2 4 2X

(x+1)? 1 3

=32 Inl+x)- —-=

Yo(X) o n(1 +x) ~ 2

3. Solution générale de (E) :

A B . (x+1)?
X)= —+ —+
Y=gt e

|n(1+x)—% (A, B) O R?

Exercice 4
X
fix e j e dt
0

f estleproduitde¢ : x e et delaprimitivede@: x e Comme ¢ et @sont declasse C” sur R, f l'est
également et :

Ox O R, f'()=2xf(x) +1
En outre, f(0) =0.

y-2xy=1

f est donc solution du probléme différentiel . (P) :{
y(0) =0

SE ou ST pour la recherche de solutions d'ED Page 11 G. COSTANTINI



Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 1 assure |'existence d'une unique solution au probléme (P).

Supposons qu'il existe une série entiére ¢ de rayon de convergence R > 0 solution de (P) sur R.

Notons:: d(x) = Zanx”

n=0

Le théoréme de dérivation d'une série entiére permet d'écrire, pour tout x 0 ]-R, R[ :

¢'(0 =D nax"*

n=1

Comme on a suppose ¢ solution de (P) sur ]-R, R[, on a:

z:naﬂx”_1 - ZXZaan =1

n=1 n=0
5 (0D 23 3y =1
n=0 n=>1

i+ Y [(N+Da,, —2a,,]x" =1

n=1

Comme ¢(0) = 0 et par unicité des coefficients d'une série entiére :

20=1; 220 ; On> 1,8y, = 2t
n+1l
D'ou, par récurrence facile :

2P

OpON,ay =0 et ap, = 27p

2p+1!

D XOIRR] 6= 320
onc: xO]-R R, $(x) = X

= (2n+1!

On vérifie que le rayon de convergence R = +co et que ¢ est bien solution de (P).

Du théoréeme de Cauchy-Lipschitz (unicité de la solution de (P)), on déduit :

_ = 22nn! 2n
169 = Z;)(2n+1)!x

X 0 20 |
Cest-adire: exzj e“zdtzz 27N e
0 £i(2n+1)!

g: x > (arcsin x)? (xO71-1,1])

g est declasse C* sur ]-1, 1] (théorémes généraux) et :

OxO1-1, 1, g(¥) = \/57 arcsin x
g'(¥) = x> arcsinx + 2
L-x®1-x2 1-x°
D'ou: (1-x9g"(x) =xg'(x) + 2

Enoutre, g(0) =0 et g'(0) = 0.
Donc g est solution du probléme différentiel (P) :
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{(1— X2)y"=xy' =2
y(0)=0;y'(0)=0

Supposons qu'il existe une série entiére ¢ de rayon de convergence R > 0 solution de (E) sur R.

Un raisonnement anal ogue aux précédents donne :

ann’
=ay=0;a=1;a=0; 0On> 2, ap= —"——
Q= ) 3 Ane2 (n+D(n+2)
2p-1 _ |2
Puis: Up O N,a2p+1:0 et ayp = M
(2p)!
o) 2n-1 _ |2
Dou: Ox 0 ¢(x) = ZMXN
—~ (2n)!

On vérifie que ¢ est solution de (E), que R = 1, donc d'apres |e théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 2 :

OxO]-1, 1, (arcsin X)2: i%xm

n=1

arcsin x
1-x°

h: x>

(xO]-1,1])

hest C” sur ]-1, 1] et on remarque que :
1
hx)==¢d
(=290

D'ou, par dérivation termes atermes d'une érie entiere sur son disque ouvert de convergence :

h( ) = m 2n-1_ 1 Z”: 22n+l(n|) 2n+l
= (-1t 2 (2n+1)!
Exercice 5
On considere I'équation différentielle : (E):y" () + €'yt)=0

Soit f une éventuelle solution de (E) sur R.
1. L'implication" = " est évidente.

Montrons I'implication" O "

Supposons: f(0) = f(2m et f'(0) = f'(2r9
Soit g I'application définie par : OtOR, g(t) =f(t+2mn)
Ona: g =f'(t+2mn

g'(t) = f*(t+2m)
Onadonc: g'(t)+ €' g(t) = f'(t+2m) + € f(t+2m) = f'(t+2m) + €2V f(t+2m) =0
En outre, g(0) = f(2m) = f(0) et g'(0) = f*(2r) = f*(0).
Donc g (tout comme f) est solution du probleme différentiel :

{ y"(t) +€"y(t) =0
y(0) = f(0) ; y'(0) = f(0)
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D'aprés le théoréme de Cauchy-Lispchitz linéaire d'ordre 2 (applicable car t — €' est continue sur R), on en
déduit queg = f.

Donc f est 2repériodique.

2. Onsuppose que f est 2repériodique.

a) Comme f est declasse C? (car f"(t) = —€" f(t) ett — e et f sont continues), le théoréme de convergence
normale des séries de Fourier assure que la série de Fourier de f converge normalement et donc
uniformément, sur R, vers f.

b) Comme f est limite uniforme de sa série de Fourier, le théoréme de dérivation termes a termes permet
d'écrire:

00

OtOR, ()= D, -nG,(f)e"

n=—oo
Comme f est supposée étre une solution de (E) :
Z _nZCn(f) eint + ei'[ Z Cn(f) eint =0
n=-o0 n=-co
D e (fE™ + Y e (e =0
n=-oo n=-co

00

> e (et + Y et =0

n=-o n=-—o
Par unicité des coefficients d'une série trigonométrique :
On O Z, —nc(f) + cha(f) =0

c) Ona: cu(f) = %T Ioznf(t)e” dt = —%{ f OZ"f"(t) a= N0 '(2")2;[" ©_g

Donc, larelation obtenue en b) donne par récurrence immédiate :

On O Z2, coa(f) = ne(f) =0
Enoutre: colf) = %{ j;nf (tydt= f (valeur moyenne de f)

D'ou, par récurrence facile :

InON, off) = St = N - 7

n? (N2 (nn?
_ &, gt
Et: OtOR, f(t) = fnZ:;) P
Enfin, on vérifie, a posteriori, que f ainsi définie est bien de classe C? et solution de (E) :
| én
Il suffit de poser : Un(t) = ()2
Ona: o=

Or, la série numérique de terme général converge (D'Alembert).

n!)?
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Donc la série d'application de terme général u,, est normalement, donc uniformément convergente.

On peut donc la dériver termes & termes et considérer maintenant la série de terme général uy, défini par :

, ine™
un (t) = (n|)2
Onaluglk = ( T)2 qui est encore le terme général d'une série numérigque convergente.
n!
2int 2
On recommence avec u, () =- ne o ke = -
(n!)? (n!)?
Et on en conclut que f est C2.
Enfin:
o 2.int © int ® int o Ji(n+)t
i n<e i e € e
OtOR, f'(t)+ " f(t) =~ + ¢ = + =0
Z; (n)? Z(; (n1)> Zl (n-1Y? Z(; (n)?

Donc f est bien solution de (E).

Exercice 6

Soitf:R - R
t > Jsint|

1. Onvérifie que f est Tepériodique, paire, continue et de classe C* par morceaux sur R.

On adonc (parité) : OnON,b,=0
Et:  OnON a=2 j " () cos(2nt) dit = 2 .[i £(t) cos(2nt) ot = 2 J' ? sin(t) cos(2nt) dt
mJo - mJo
Or: sinAcosB= %(sin(A+ B) —sin(B - A)) (Euler)
. N - . 4
D'ou, aprés calculs élémentaires : = ————-
T(1-4n°)
o 4
Et en particulier : Qp=—
T

Comme f est continue et C' par morceaux sur R, elle est limite normale, donc uniforme, de sa série de

Fourier :

TOR, ling= 2+2 Y0820
Tt

2
o= 1-4n

2. @) Supposons quil existe une solution g de (E) développable en série trigonométrique telle que g' et g"

sobtiennent en dérivant termes atermes lasérieinitide:
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OtOR, git) = “—2°+ > a, cos(nt) + B, sin(nt)

n=1

g = Z -na , sin(nt) + nB,, cos(nt)

n=1

g'(t) = Z -n?a,, cos(nt) — N’ sin(nt)

n=1
Comme g est supposée solution de (E) :

g"(t) + g(t) = [sint]

a_zo +Z(1‘ n?)a,, cos(nt) + (1-n?), sin(nt) = 2,4 iw

2
n=1 m T n=1 1-4n

Par unicité des coefficients :

=R

Op =

(1-nda,=0s nimpair

1 4 1 4

1-(2p)%)0z, = x — doll Opp= ———— % —

(1-(2p))azp 1-4p? T 2p 1-4p? T
s 2 4 X cos(2nt)
D'ou : Ot0R, gt) = —+— —
o= = nnZ:;(l_Lmz)z

Vérifions maintenant que cette application g construite formellement est bien de classe C? et vérifie (E) :

cos(2nt)
On pose: u(t) = ———=
1
Unllo ~
llu ]l o

Donc lasérie d'application de terme général u,, est normalement, donc uniformément convergente.

On peut donc la dériver termes & termes et considérer maintenant la série de terme général uy, défini par :

, -2nsin(2nt)
u,(t) = ———=—
, 1
Ul ~ —=
llunl o
Donc g est d§a C'. On recommence avec :
" —4n? cos(2nt) " 1
u)=——=; lunlle= —
0= = k=
Donc g est bien C2.
Enfin:
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43 -4nPcos(2nt) [ 2 A ~> cos(2nt) 2 4 s(2nt) .
DtDIR, "(t) +g(t) = — _—+—+— _ L = 4+ — sint
g"() + g0V HZ; a? m nnZ:;(l_Lmz)z - HZ; = fsint]

Donc g est bien solution de (E).

V érifions maintenant que g est unique :

Soit yo une solution de I'équation sans second membre: y" +y =0.

On sait que: OtOR, yot) =Acost+Bsint, (A B) O R?

Comme g est une solution particuliére de (E), on en déduit la solution générale de (E) :

y(t) =Acost+Bsint + g(t)
Or y, est 2repériodique (lorsque (A, B) # (0 ; 0)) et g est Tepériodique.
Pour obtenir une solution y Tepériodique, il est donc nécessaire que A=B = 0.
Donc g est unique.
b) Recherche des solutions de (E) (21 périodiques) vérifiant y(0) =0 et y'(0) = 0.
y(0 =0 = A+g(0)=0 = A=-g(0)
y(0)=0 =« -B+g'(0)=0 = B=g(0)=0

On calcule g(0) avec laformule de Parseval appliquéeaf :

n=1
4,1y 16 1 ”1L3(2t) -1
T12+2;T[2(1—4n) I *=2
< 6 _m 1
nZ:;nz(l—mz)z_E 2
_n
D'ou: g(O)—4

Lasolution recherchée est :

Z cos(2nt)

2
t ——cost+—+
v = 4 T 1-4n?
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