DIMENSION D'UN ESPACE VECTORIEL ADMETTANT UNE FAMILLE GENERATRICE FINIE
RANG D'UNE APPLICATION LINEAIRE
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Notations:
Dans tout I'exposé, on considérera, sauf mention contraire, que les familles sont constituées d'éd éments distincts
et que modifier I'ordre des déments ne modifie pas la famille. Ceci nous permettra de faire I'identification
suivante :

Famille (%)ics < Partie{x, i I}
Cette identification rend | égitime les notations suivantes ;
e S Sest unesous-familledeF, on noteraSc F. Si Sest une sur-famillede F, on noteraF — S

o S F=(X)ie possede un nombrefini d'ééments, on poseraCard L = Card {x;, i € I}
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1. Base et dimension

1.1. Définition
On appelle espace vectoriel de dimension finie tout espace vectorid possédant une famille génératrice finie.

(Dans e cas contraire, on dit que I'espace vectoriel est de dimension infinie)

1.2. Théoréme Notons qu'on peut toujours trouver

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. unefamillelibre L. II suffit, en
. . , . . . o général, de choisir un singleton
Soient G une famille génératricefinie de E et L une sous-famillefinielibrede G. | . <\ ccteur nonnul. Dans

Alorsil existe une base B de E telle que : le cas pathologique ot G={0}, la
LcBcG partieL = & est libre.

Rappelons qu'une famille B de E est une base si ellelibre et génératrice ou de maniére équivalente s elle et

libre maximale (i.e. toute sur famille B' de B est liée).

Démongtration :

Soit £ I'ensemble des familleslibres X deE tellesqueL « X c G. L est non vide (L € £) et est fini (G I'est). De

plus, tout famille X de £ possede un nombre fini d'ééments. Nous pouvons donc choisir dans £ une famille B

qui posséde un nombre maximum d'ééments.

Par construction, B est libreet L — B — G. Montrons que B est génératrice.

e SIGcB,ilnyarien afare.

o Sil existeg € G\ B aorslasur-famille B u {g} est encore comprise entre L et G et comporte strictement
plus d'édéments que B, donc n'est pas libre (elle n'appartient pas a £). Elle est donc liée. Donc g € Vect(B).
Puisque tout élément g de G\ B et dlément de Vect(B), on en déduit :

G c Vect(B)
D'ou: Vect(G) < Vect(B)
Cest-a-dire: E < Vect(B)

B engendre E

1.3. Corollaire

Dans un espace vectoriel de dimension finie, de toute famille génératrice G, on peut extraire une base.

Démonstration : on applique le théoreme 1.2. avec L = & qui est bien une partie libre.

1.4. Corollaire

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute famille libre L peut &re complétée en une base.

Démonstration : Soit G une famille génératrice finie, on applique alors le théoreme avec G U L qui est encore

génératrice.
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1.5. Lemme d'échange de Steinitz

Soit E un K-espace vectoriel.
Soit X = (e, &, ..., &,) unefamille de vecteurs de E.
Soient x et y deux vecteurs de E telsque :
V=M€ + A&+ ... + A&y + Axavec A =0
Alors X= 6 + U2€ + ... + Un€y + py cest-adire x e Vect(ey, &, ..., €, Y)

Démonstration : évident en choisissant p; = — % eu=

1.6. Théoréme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et G une famille génératrice finie de E.
Soit L une famillelibrede E.

AlorsL estfinieet : CadL <CadG

Démongtration :

S G=JaorsE=J et doncL = I, lethéoréme est donc vrai.
Pour la suite, on suppose quecard G > 1.

Raisonnons par |'absurde, supposons que Card L > Card G.

Soit G= (g1, U2, -, Om) €t L = (¢4, 03, ..., £y) veCc n > m.

Etape 1 :

CommelL est libre, /1 est non nul. Comme G est génératrice, £1 = 101 + A202 + ... + AnOme
Comme /4, est non nul, au moins un des A; est non nul.

Quitte a modifier I'ordre des g;, on peut supposer que c'est A;.

D'apréslelemmed'échange, onadonc: @i € Vect(41; Q2 ; ... ; Om)
Posons Gy = (/15 Gz ; - 5 Om)-

Commeg; € Vect(Gy), ona: Vect(Gy) =E
Etape2:
Soit ¢, un autre éément de L distinct de ¢;. (¢, existe puisque par hypothése, n > m > 1)

Comme G, est génératrice, on a: lo=paly + AoQo + oo + AOm

Lesscalaires; pour i € [2; m| nesont pastous nuls sinon L serait liée (puisque /; et /, seraient colinéaires).

Supposons (quitte & modifier I'ordre des g pour i € [2; m]) quei, = 0.

D'aprés e lemme d'échange, on adonc :

02 € Vect(l1; £2; 035 - 5 Om)

Posons G, = (/15 (25 03} - ; Om)-

Dimension d'un e.v. Rang d'une a.l. Page 3 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Commeg, € Vect(G,), on aauss : 01 € Vect(Gy)
Donc: Vect(Gy) =E

Bilan : &la m®™ étape, nous aurons formé une famille génératrice Gy, = (£4, /2, ... , {m) Ne comportant que des
éémentsde L. Or, Card L > Card G, on peut donc choisir dans L un éément /,,,; qui n'est pas dans G,,,. Mais,
comme Gy, est génératrice, on a: /.1 = arly + ols + ... + amfy donc L est liée, d'oli la contradiction.

Conclusion : CadL < CadG

1.7. Corollaire

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont e méme nombre d'ééments.

Démongtration :
Soient B et B' deux bases de E. D'aprés le théoreme 1.6. :
Card B < Card B' car B est libre et B' est génératrice

Card B' < Card B car B' est libre et B est génératrice

1.8. Définition
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

On appelle dimension de E le nombre de vecteurs de |'une quel conque de ses bases.

Onlanotedim E oudim_E.

2. Théoremes classiques en dimension finie

2.1. Théoréme

Soit E un espace vectorid de dimension n sur un corps K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. BestunebasedeE

2. Bestlibreet CardB=n

3. Bestgénératriceet CardB=n

Démongtration :
1= 2et 1= 3: évident par définition d'une base et de la dimension
2= 1: puisgue B est libre, on peut la compléter en une base qui doit avoir n @éments donc B est déja une base.

3= 1: puisgue B est génératrice, on peut extraire une base qui doit avoir n é éments donc B est d§a une base.

2.2. Théoréme

Soient E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et F un sous espace vectoriel de E. Alors:
e FestdedimensionfinieetdimF < dim E avec égalités et seulementsi F=E

e F posséde un supplémentaire dans E.

Démonstration :
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e D'apreslethéoréme 1.6., toute famillelibre L de F (de donc deE) est telleque Card L < n.

Ce seradonc valable aussi pour une famille libre maximale (C'est-a-dire une base) donc :

dmF <dmE.

Si dim F = dim E aors toute base B de F (qui est une famille libre de E) possede n éléments. D'apres le

théoreme 2.1., B est une base de E. Soit e € E ; e est une combinaison linéaire d'édéments de B qui est une

base deF, donce € F. On adonc E c F et par suite E = F. Enfin, s E=F alorsclairement dim E=dim F.
o SoitB=(by;by;...; by unebasedeF (m=dimF e m < n). B est une famille libre de E. On peut donc

la compléter par unefamilleC=(c;; c;; ... ; ¢,) defagon que B U C soit une base de E.

Montrons que G = Vect(C) est un supplémentairede F :

Soitx e E.Ona: X=Bab1 + Bl + ... + B + Y1C1 + 1282 + ... + 1Co

(écriture unique car BuU C basedeE)
Cest-a-direx=u+v avecu e Vect(B)=F et v e Vect(C) = G
(U= PBaby + Baboz + ... + Probom & V=7y1C1 + 72C5 + ... +7,Cp).
Donc E = F + G & comme la décomposition de x sur B U C est unique, la somme est directe: E=F @ G,

donc G est un supplémentaire de F.

2.3. Théoréme
1. Tout K-espace vectoriel E de dimension n est isomorphe a K.
2. Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension finie.

Alors: E et F sont isomorphes s et seulement s dmE=dimF

Démongtration :
1. Soit B= (X, Xy, ... , Xy) Unebase de E.
L'application ¢ : K' > E
(A, A2y oee s An) 2 AaXg + ApXo + ... + ApXy €St un isomorphisme d'espace vectorid :
¢ est clairement linéaire. En outre, ¢ est injective (car B est libre) et surjective (car B est génératrice).
2. Soit ¢ : E — F un isomorphisme. Soit B une base de E. On sait que ¢(B) est une base de F. Or,
Card(¢(B)) = Card(B) car ¢ est injective. Donc dim E = dim F. Réciproquement, s dim E =dim F = n, alors

E et F sont (d'aprés 1) isomorphes a K" donc (par trangitivité) isomorphes entre eux.

2.4. Théoréme Dimension d'un produit, d'une somme directe.
1. Soient E; et E;, deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors
E; x E; est dedimension finieet dim(E; x E;) =dim E; + dim E;
2. Soient E un K-espace vectoriel dedimension finie et E; et E, sont deux sous espaces vectoriels de E dont la

somme est directealors: dim(E; ® Ey) = dim E; + dim E,.

Démonstration :

Notonsm=dim E; et n=dim E..
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1. D'apréslethéoreme 2.3, E; = K" et E, = K" donc E,xE, = K" x K"

En outre, K'xK" = K" dollerésultat.
On peut également Vvérifier que s (X, X, ... , Xm) st unebase de E; et si (v, Yz, ... , Yn) Une base de E,, alors
le n+mruplet ((X1, 0), (X2, 0), ... ,(Xm, 0), (O, Y1), (O, ¥2), ..., (O, ¥»)) et une base de E; x E.

2. Soient B; une base de E; et B, une base de E,. Comme E; et E, sont en somme directe, on a d'une part,
B; n B, = & et d'autre part, B; U B, base de E; @ E,. Et comme B; U B, possede m + n déments, le résultat
sen suit.

Cas particulier : s E; et E; sont supplémentairesalorsdim E; + dm E; =dim E

Conséguence : tous les supplémentaires ont méme dimension.

3. Rang d'une application linéaire

Rappel de quelques résultats sur les applications linéaires (valables en dimension quelconque) :
Soit f € L(E, F) ou E et F sont deux espaces vectoriels quel conques.
1. L'image par f detoute familleliée de E est une familleliée de F.
2. L'image par f de toute famille génératrice de E est une famille génératrice de F si et seulement s f est
surjective.
3. L'image par f detoute famillelibre de E est unefamilledeF s et seulement si f est injective
4. L'image par f detoute base de E est unebase deF si et seulement s f est un isomorphismede E sur F
Preuve:
Ces propriétés reposent essentiellement sur lalinéaritéde f :
X=D"h% = f09=> N f(%)
iel iel
1. Soit SunefamilleliéedeE.
Alors, il existej € | tel quex; soit combinaison linéaire des autres vecteurs de S:
X; :z}“ixi
<]
Et, en vertu de ce qui précéde, le vecteur image f(x;) est combinaison linéaire des autres vecteurs images.
Donc lafamille f(S) et liée.
2. Supposons f surjective et soit ()i« une famille génératrice de E.
Donc pour tout x € E, on ala décomposition :
X:z}“ixi
iel
Soity € F. Comme f est surjective, il existex € E tel quey = f(X).
On adonc: y=FQ M%) = D hif(x)
iel iel
Donc lafamille (f(x))ic est génératricedeF.
Réciproquement, si I'image par f de toute famille génératrice de E est une famille génératrice de F alors f
est clairement surjective.

3. Supposons f injective et soit ()i, unefamillelibre de E.
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Considérons une combinaison linéaire nulle de lafamille (f(x))ic :

D hif(%)=0

iel
Ce qui sécrit encore: ]‘(Z:kixi )=0

iel
Comme f injective (Ker f ={0}), on a me =0, et comme (X))o et libre, 2; = 0.
iel

Donc lafamille (f(x))ic estlibre.
Réci proquement, supposons que I'image par f de toute famille libre de E est une famille de F.
Soit X € Ker f.

Lafamille (x) a donc pour image lafamille (0) qui est une familleliée. Lafamille (x) ne peut donc étre libre

(sinon son image serait, par hypothése libre, ce qui n'est pas|le cas), €lle est donc liée, d'ot x = 0 et par suite

f estinjective.
4. Conséguence immédiate de 2 et 3.

Une application linéaire est entiérement déterminée des que I'on connait |es images des vecteurs d'une base :

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient ()i, une base de E et (y))i; une famille quelconque de

vecteurs de F (indexée par la méme ensemble d'indices I). |l existe une unique application linéaire f de E dans

Ftelleque:

fx)=y Viel.
Preuve:
Soit x € E.

Comme (%)« €st une base de E, il existe une unique famille de scalaires (A;)i< telsque:

X:z}“ixi

iel

Construisons |'application de E dans F définie par f(x) =Z:kiyi . Aingi, on abien:

iel
o f(x)=Y; Vi el carlescoordonnées; dex; relativement alabase (x)i sont toutes nulles sauf ; = 1
e flingaire: soient X, X" e E de coordonnées respectives (1;) e (X;) et soit o € K. Ona:
) +af (¢ = DKy oy Kiyi= (K +akiJy = DAy = f(X +ox’)
iel iel iel iel
car les coordonnées 4; de X' + ax" sont égalesa A; + oL .
Unicité: sil existe f et g € L(E, F) tellesque:

Viel, f(x)=9(x)
alorspour tout X € E,ona(f — g)(x) =0donc f =g.
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3.1. Définition

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un [K-espace vectoriel de dimension quel conque.
Soit f € L(E, F). On appellerang de f ladimension del'imagede f :

rg f=dim_Im f

Remarque: Im f est dimension finie, donc dim,_Im f abien un sens!

3.2. Théoréme Théoréme du rang
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un K-espace vectoriel de dimension quelcongue.
Soit f € L(E, F). On alardation :

dmE=dmKe f+dimIm f=dimKer f+rg f

Démongtration :

Rappelons le résultat fondamental suivant :

Si f € L(E, F), alorstout supplémentaire de Ker f est isomorphealm f.

Prouvons cerésultat : soit U un supplémentairedeKer f: E=Ker f@U (et doncKer f n U ={0})
Considérons I'application linéaire fy : U —Im f. Par construction, fy est surjective. Elle est également
injective: VX, y € U, fu(X) = fuly) = x—-y € Ker f. Et conmeKer f nU={0}, onax=y. Donc fy est un
isomorphisme.

Démontrons maintenant le théoréme du rang :

Soit U un supplémentairedeKer f: E=Ker f®U . D'apreslethéoréme6, ona: dim E=dim Ker f + dim U.
Et en vertu de ce qui précede (dim U =dim Im f), il vient : dim E=dim Ker f + dimIm f.

Remargue : attention, le théoréme du rang ne dit pas que E = Kerf @ Im f.
En effet, considérer f de R? dans R? qui & (x, y) associe (y, 0). On aKer f=Im f = Re; ol e, = (1, 0).

3.3. Cordllaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et soit f € L(E, F). Ona:
1. rg(f) <inf(dmE,dimF)

2. finjective < rgf=dmE

3. fsurjective & rg f=dimF

Démonstration :

1. Commerg f=dimE—-dimKer f,ona dunepart:rg f <dimE. Enoutre, Im f c F,doncrg f <dimF
2. finjective < Ke f={0} & dmKerf=0 < rgf=dmE

3. faurjective & Imf=F < dmIim f=dmF < rgf=dimF
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3.4. Application du théoréme du rang : autre démonstration de la formule de Grassmann :

S F et G sont deux sous espace vectoriel d'un K-espace vectorie E de dimension finie, alors:
dm(F+G)=dimF+dimG-dim(F n G)

Démonstration classique :

Soit H un supplémentairede F N G dansF. On adonc F = (F n G) @ H.
MontronsqueF+ G=H®G:

HNG=HNF)nG=Hn (FnG)={0} puisqueH et F n G sont en somme directe.
H+GcF+GpuisqgueHcF

F+GcH+G:enédffe, soitxe F+G,doasx=f+g(oufeFegeG).OF=(FnG)®H, donc
f=d+h(oudg eFnGeheH)etfindementx=(g+g)+heH+G.
OnadoncHNG={0} eH+G=F+GdoncF+G=H®G.
Appliquons maintenant |e théoréme sur la dimension d'une somme directe :
F=(FNG)®HdoncdimF=dim(FG)+dimH . -
F+G=H®Gdoncdim(F + G) =dimH + dim G ==k FNG

En additionnant les deux derniéres relations, on obtient la formule de Grassmann.

Démonstration al'aide du théoréme du rang : G

Considérons I'application suivante :

¢o:FxG—H>E
(f,O > f+g H

¢ et clairement linéaire et Ker ¢ ={(f, g) € E x Ftelsque f + g= 0}

Montrons que Ker ¢ = F n G : considérons I'application

y:FNnG >FxG

o= (-

L'application v est clairement linéaire et injective.
Deplus, Imy ={(f,—f) e FxG} ={(f,9) e Fx Gtelsque f + g= 0} = Kef .
DoncKer ¢ =F N G.
Enoutre, Imo=F+G.
Appliquons le théoréme du rang & o, il vient : dim(F x G) =dim Ker ¢ + dimIm ¢ =dim(F n G) + dim(F +
G).
Et comme d'apreés |e théoréme sur la dimension d'un produit, dim(F x G) = dim F + dim G, on obtient la

formule de Grassmann.
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3.5. Théoréme Rang d'une composée

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient f € L(E, F) et g € L(F, G), dors:
1. rg(gof) <inf(rg f,rg )

2. S festsurjective, alorsrg(go f) =rgg

3. Sigestinjective dorsrg(go f)=rg f

Démongtration :
On atoujoursKer f c Ker(go f) et Im(go f) c Imgdoi DimKer f < dmKer(go f) etrg(go f) <rgag.
1. Lethéorémedu rang appliquéa f, puisag o f donne:
dmKer f=dmE-rg f e dimKer(go f) =dimE -rg(g o f)

D'olr : rglgof) <rgf

Et finalement : rg(go f) <inf(rgg;rg f)
2. S festsurjective, orsim(go f) =Img dourg(go f) =rgg.
3. Sigestinjective aorsKer f =Ker(go f) dourg(go f) =rg f.

3.6. Théoréme Critéres d'isomorphisme

Soient E, F deux K-espaces vectoriels de méme dimension net f € L(E, F).
L es assertions suivantes sont équival entes:

f est un isomorphismede E sur F

f estinjective

rgf=n

f est surjective

f estinversbleagauche, i.e, 3g € L(F, E) tellequego f = Ide.

f estinversbleadroite, i.e, 3h e L(F, E) telleque f oh = IdE.

o o A~ w0 NP

Démongtration :

1= 2:trivia

2= 3:d festinjective, alorsKer f ={0} et d'apreslethéorémedurang, rg f =n

3=4:drgf=n,aorsIim f=F donc f est surjective

4=5¢e6:9s fessurjective, dorsIm f = F, donc rg f = n et d'aprés le théoreme du rang, dim Ker f = 0,
Cest-a-dire Ker f = {0}, donc f est bijectived'ou 5 et 6.

50u6=1:S fesinvershleagauche aors (g o f éant surjective) f est injective, et d'apres ce qui précede
bijectived'ol 1. S f est inversible adroite, alors (f o h éant injective) f est surjective, et d'aprées ce qui précede
bijective d'ol 1.
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Exercice:

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E). Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. gofestinjective

2. go f estsurjective

3. f et g sont bijectives

Solution :

Onaclarement3=1et 3= 2

Montronsque 1l ou2 = 3: Puisquego f € L(E), 1 ou 2 entraine g o f bijective d'ou f injective et g surjective,
et comme f, g € L(E),ona3.

Remargue : attention, I'équivalence : f bijective < f injective < f surjective n'est plus vraie en dimension
guelconque. Prendre par exemple :
f € L(R[X]) qui aP associe P'. On a f surjective mais non injective.

f € L(R[X]) qui &P associe XP. On a f injective mais non surjective.

Dimension d'un e.v. Rang d'une a.l. Page 11 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

