EXEMPLES D'ETUDE D'INTEGRALES IMPROPRES

Rappel du vocabulaire :

Soit | unintervalle de R (non vide et non réduit & un point).
Soit f une application de | dans R ou C continue par morceaux sur |.

Casol f est positivesur |. On dit que f est intégrable sur | lorsque :

[M O R,, 0J segment O 1, I ft)ydt <M
J

Si | est unintervalle du type [a, +oo[, cette définition est équivalente a:

M O R, Ox O [a, +oo], J'Xf(t)dt <M
a

Casou f et avaleursdans R ou C. On dit dlorsque f est intégrable sur | lorsque |f] I'est.
Soient maintenant a 0 R, b OR (a<b) et f continue par morceaux sur [a, by.

Si lI'application F : x > I " f(t)dt aunelimite dans R, on dit que I'intégrale impropre de f sur [a, b[ converge.
a

b
On note alors I f(t) dt cette limite.
a

(On aune définition analogue en cas de probléme alaborne inférieure de l'intégrale)

L'intégrabilité de f entraine la convergence de son intégrale. Si f est positive, laréciproque est vraie.
Enfin, on dit que l'intégrale impropre de f est semi-convergente lorsqu'elle converge sans que f ne soit

intégrable. (Ce qui peut trés bien arriver pour des fonctions non positives, voir I'exercice 1)

Exercice 1 Intégrale de Dirichlet
On considére I'application ¢ définie sur R, par ¢(x) = ﬂxx sxORY etp(0)=1.

1. Démontrer que ¢ n'est pasintégrable sur R, maisque lim Ioaq)(x) dx existe dans R.
a— too

2. a. Démontrer e lemme de Lebesgue suivant :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] avaeursdans C. Soit A un réel.

: P int
Alors lim | e™ f(t)dt=0.
Ao+ Ja

b. On considére I'application f définie sur ]0, E[ par: f(x) = 1—;.
2 X sinx

Montrer que f se prolonge par continuité en O.

2 sin[(2n+1)x] i

c. SoitnON. Caculer lavaleur de Jn:I -
0 sin X

—dx

L1
d. On poseanjzmdx.Démontrerque: lim K, =
0 0 X

J'+°°sinx
X n- 40

I +o gnx T
e. Endéduire: I

——dx=—
0 X 2
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Exercice 2
n n
On pose: I =.[02In(sint) dt et J= Iozln(cost) dt

1. Démontrer que lesintégralesimpropres| et J convergent.
Démontrer que | = J, calculer | + J et en déduire| et J.

2. Méme question avec, cette fois:

U
Application : calculer I 2_d0

Exercice 3
Soient a et b deux réelstelsque: 0<a<h.

+00
Soit f une application continue de [0, +oo[ dans R telle que l'intégrale impropre I @dt converge.
1
1. Démontrer que l'intégrale impropre I mwdt converge vers f(0) Ing .
0

+00 q 3
2. Application : existence et calcul del = J' 5'?2 t
0

dt . (On pourralinéariser sin®t et utiliser laquestion 1 avec f = cos)

Exercice 4 Régled'Abel pour lesintégralesimpropres

Soienta [0 R, f et g des applications de [a, +oo[ dans R tellesque:

i) f estdeclasse C sur [a, +oof

ii) f est décroissante et de limite nulle en +oo

iii) g est continue sur [a, +oo[

iv) g vérifie la condition :

<M

™D RY, 06 y) 0 ([a, +o[)?, |[ " gt

Alors, l'intégrale impropreI ” f(t)g(t) dt converge.
a
+00 eit

Application : soit o O RY. Etudier lanature de l'intégrale impropre : I = I tTdt
1

Exercice 5
Soita O R.

+o00
1. Donner un exemple de fonction f continue et non bornée sur [a, +oo[ avec I f (t) dt convergente.
a
+00
2. Démontrer : (f admet une limite £ en +o et I f(t)dt converge) = £=0
a

+o0
3. Démontrer : (f uniformément continue sur [a, +oo[ et I f(t)dt converge) = lim f(x)=0
a X — +oo
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EXEMPLES D'ETUDE D'INTEGRALES IMPROPRES : SOLUTIONS

Exercice 1 Intégrale de Dirichlet

1. Considéronslasuite (un), oy définie par :

(n+)m (n+D)1| 5in x
U, = j |6(x) |dx= J' Isnx] 4
X

nm nr

| sin(t +
Posonst=x—nrt: un:I Mdt
0 t+nm
T 2
Ona: u, = I sintdt >
(n+YmJo (n+YTt
mmn m-1 m
D'ou: ImaN, [ o091 Y u, > 2yl
0 n=0 n n:ln

Et comme la série harmonique diverge, on en déduit que ¢ n'est pas intégrable sur R.,.

Cependant, une intégration par parties donne :

a _rasinx , _[1-cosx]® ral-cosx , 1l-cosa 2 3 a
jo¢(x)dx_jo . dx—[ 5 L+Io k= +j0¢(x)dx_am(a)+jow(x)dx

(Onaposé: u(x) = % ; V'(X) =sinx et on achoisit v(x) = 1 — cos X)

(On rappelle que 'application &: x > 1~ %X

se prolonge par continuité en 0 par (0) = 0)

Or, I'application Y : X 1_CSSX se prolonge par continuité en O par Y(0) = % donc est localement
X
intégrable sur R, et comme: Ox O R, WX < %
X

On en déduit que Y est bien intégrable sur [1, +eo[ et donc (continuité sur [0, 1]) sur R, d'ou :

lim [ " w(x)dxexiste dans R
0

a — +oo
Et comme lim ay(a)= lim (@) =0, onabien:
a— too a— +oo
a
lim d(x)dx existe dans R
a-+o J 0

Moralité: ¢ est non intégrable mais son intégraleimpropre converge.

2. a. Preuve du lemme de Lebesgue pour les fonctions continues.

Supposons f = 1 sur [a, b]. Alors, pour A O RY :

Ibei“ dt‘ =

a

el}\b _ el}\a

iA

<2 0pgeo
AL

Supposons f en escalier sur [a, b]. Alors, s a=a;<a; <a, < .. < a, =b est une subdivision de [a, b]

adaptée a f, il existe desconstantesAq, Ay, ..., An tellesque::
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n
f= Z)\iX]ai—lrai[
i=1

D'apréslarelation de Chasles:
Ibem f(t)dt = i)\j Mgt
a =1 I 8-

2

b . n
D'ou, pour A O RY : eMf(t) dt| < A 00030
p [, 0= 5 30 0p

Supposons enfin f continue sur [a, b]. Soite O RY.

Comme I'ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans C est dense dans |'ensemble des fonctions
continues de [a, b] dans C pour lanorme uniforme, il existee: [a,b] — C enescdlier telleque:

If —el <¢
Ecrivons: f=(f-e+e

Or, pour tout A O R :

b iAt b
Uae (FO -e)dt< [ |f©)-e®idt <If -el(b-a) < eb-2)

Et d'autre part, comme e est en escalier, on a:

b it
U ¢ e(t)dt‘ 0p Qe o
. 3

b .
Clest-adire: Mo ORY, ONORY, A=A = U eMe(t) dt| <€)
a

On en déduit que pour tout A tel queA = Ay >0, 0na:

b it
U M) di|<eb-a)+e
a
b i
Ce qui signifie bien: A|im eMft)dt=0
— +oo a

Remarques :
» Ceraisonnement fonctionne encore si on suppose f continue par morceaux sur [a, b].

« Sifestdeclasse C' sur [a, b], une simple intégration par parties suffit & prouver le lemme.

S festavaeursdans C, le passage alapartie réelle et ala partie imaginaire donne :
b b
lim J cos(At)f(t)dt=0 et lim J sin(At)f(t) dt=0
Ao+ Ja Ao+ Ja

b. On a, pour tout x [1]0, g[ :

3

- > +o(x)
_SInX—X _ 6 B _5 5 :_5 ,
f(x) = xsnx ¥ +o(x) —( 6+o(x )) (1+0(x)) - * o( x2)
On en déduit : |in?)f(x):0

Donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
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Remarques :

e onadors =10 _ —% + 0(x), d'ou I'on déduit que f est dérivableen 0 avec f'(0) = —% .
X
sinXx— X
2
o Enécrivant f(X) = si):1 —on peut montrer &l'aide du quotient de deux sériesentieresque le
X

prolongement de f est de classe C” sur R.

sin[(2n+1)X]

- =2n+ 1, donc J, est bien définie.
sin X

c. Précisonsau préalable que IirnO
X
Pourtoutn ON", ona: sin[(2n+1)x] —sin[(2n - 1)x] = 2cos(2nx)sin x

D'ou: J=dha=2 J' ? cos(2nx) dx = 0
0

On en déduit que la suite (J,) est constante et :

Autre méthode plus longue : on calcule le noyau de Dirichlet :

Pour toutt 0 R\ 21Z, on a:

. +
i (n+1)t int SIN (nltj
e -1 _ 5 2

n .
Ze'kt: it =e?
e -1

k=0

.t
sin—
2

Posonst = 2x, ains pour tout x 0 R\ 17 :

Re Zn:ez"‘x = cos(n¥) sin[(n+1)x] _ 1 sin[(2n+1)x] -sin(-X) _ 1 sin[(2n+Dx] + 1
e sinx 2 sinx 2 sin x 2

D'ou :

™ . n n
_[2Snl@n+Dx] | _ B _n_m
I jo o 22;)]0 cos(2K09 dx~ 5 = 2

d. Tout comme J,, K, est bien définie. Posonst = (2n + 1)x. Ainsi :

T .
nT+—
K,= I 2S|_ntdt
0 t

On avu que I'intégrale ci-dessus admet une limite lorsque n tend vers l'infini, d'ou :

lim Kn:j CSNX gy
n- +co 0 X
n
e Ona: Kn=Jn= J'OZf(x)sin[(znﬂ)x]dx

Comme f est continue sur [0, g], on ad'aprésle lemme de Lebesgue :

lim (K,—J,) =0

N - +oo

+00
D'ou : I ﬂdx: I
0 X 2

Exemples d'étude d'intégrales impropres Page 5 G. COSTANTINI



Exercice 2

I:J.Eln(sint)dt et J= J.Eln(cost)dt
0 0

1. L'applicationt ]0, g [ > In(sint) est continue donc localement intégrable.

Deplus, pourt 010, 1[, ona:

sint sint sint
In(sint) In Tt In o +Int In o
= = =1+ oo
Int Int Int Int t-

D'ou: In(sint) ~0Int
to

Or, I'application t+—> Int est intégrable sur ]0, 1].

(En effet, au voisinage de 0 : In(x) = o(ij car lim Vx Inx= 0)
\/; x-0

Du critére de I'équivalent (les fonctions étant de méme signe), on en déduit I'intégrabilité de t> In(sin t)

T
Posonsu = E_t:

3¢ S
IO In(cost) dt = L In(sinu)du O 0 [1- 1

Donc I'intégrale impropre J converge.

L8

Le changement de variable u = > tmontrequel =J.

I s =2t
|+J= J'Ozln(%sin(zt)]dt :—gln2+ J'02|n(sin(2t))dt 'z —gln2+ % J'O"m(sinu)du

m . T . V=TI-U
Or: J In(snu)du=I+InIn(snu)du = 2
0 2
Dol l+3=-Din2+|
2
i
Et commel =J,ona: I:J:—Elnz

2. Lesintégrales| et J sont clairement convergentes.

(Limitesfinies en 0, et domination par tizlen +oo (pour 1) et par tizen +oo (pour J))

Pour tout a JR ", posons :

a 1 Tl a y
|a=J' dt=J.a Udu:J' du
@ Tt al, Tut+l

En faisant tendre a vers +o, on en déduit :

+00 +00 2
|:J' 41 dt:I L
0 t*"+1
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+oot2 +1

On peut donc écrire : 2l = I 7t
0 tT+1
+o0 28 +oo
Posonst =€°: 2l :j e45—+1esds:j ﬁds
-0 @S +1 -o ch2s
+o0
Commech2s=1+2sh’s: 2l = J Lszds
- 1+2sh”s

Et enfin, en posant x =sh s:

2l = I R Vs ﬁ [arctan(x/ix)]m: ﬁn
—e 1+ 2% 2 - D
R T

D'ou |l=J= ——
V2

Application :

Notant ¢ : 6070, N[ - —~ .

2 tan®

¢ est continue sur |0, g [ donc localement intégrable. De plus:

e lim ¢(B) =0, ce qui prouve l'intégrabilité de ¢ au voisinage de g
o=

2

, ce qui prouve l'intégrabilité de ¢ au voisinage de 0.

1

. g ~ —

0 -~ T
Posonst = /tan® .

Comme 8 O [0, g[, ona:tan8 [0, +oof et donct O [0, +oo.

On aalors 6 = arctan(t?) d'ou :
2t
Tt

2 do 2 1+t? n
2 = dt=21= —
jo Jtan6 Io t V2

Exercice 3

1. Dga, I'applicationt est continue sur |0, +eo[ donc localement intégrable sur ]0, +oof.

f(at) — f(bt)
t

Pour tout (g, X) 0 ]0, +oo % ]0, +oo[, posons :

|(£, X) :'[det: J‘x@dt— Ix@dt
En posant u = at (resp. u = bt), ona:

I(e, %) = j:gx@du— [T IO gz [T g, - [T W,

be U as U ax U

il

Etude en +o0 : on sait que I Et) dt converge. On aalors:
1
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J‘bxﬂdu: J'l IO gy + J‘bx¥du: J‘bx¥du— LX@du 0po-o

ax U ax U 1 1

EtudeenO:

Soit o O RY. Comme f est continueen 0:

M ORY, OubR., (u<n = [f) - fO) < a)
Pour € < % onaalors|ul < n etdonc:

[0 ot - [ 10100,
ac U a ac

< Ibswdu<alng
a

u ag u
: . b
Ce qui prouve finalement que : Ie,x) O O~ f(0)In 3
e-0 Premiére formule de la moyenne :
Remarque : on peut également utiliser la premiere formule de la moyenne : Soient f et g 0 C([a, b]) avec g > 0.

OcUO[a, b] tel que:

W) = "= b : g
C: O fae, b, | T f(CE)Iaaud“ fein 3 [ rosma=ro [ s

Et commec, O SDJ;L 0, par continuitéde f en O, il vient :

e fu) b
lim jasTdu—f(O)ln >

in3

2. D&a, l'application § : t - S‘t”zt

est intégrable sur 10, +oo[.

i3
(En effet, ¢ continue sur ]0, +co[ donc localement intégrable. En 0, on a tlirrg Sl

-

t .
= 0, ce qui assure

|sn®t] _ 1 .
— < —, Ce qu assure

I'intégrabilité au voisinage de O et d'autre part, pout tout t [J ]1, +oo[, ONn a z 2

I'intégrabilité au voisinage de +.)
Enlinéarisant, ona: sntt= w

Uneintégration par parties donne:

J'Xsin3tdt:_1 [S:Sint—sin(St)T+ EJ‘Xcost—cos(St)dt
e t2 4 t 4 Je t

€

Le crochet tend vers 0 lorsque € tend vers O et lorsque x tend vers +co.
+o00 -

On en deéduit la convergence de I'intégrale impropre j Mdt . (On pouvait auss utiliser la
0

guestion 1 pour le prouver)

+o0
Appliguonslaquestion 1 avec f = cos(f est bien continue en O et I'intégrale impropre I C.%Stdt converge
1

par une intégration par parties ou d'aprés larégle d'Abel...)

J‘ * cost —tcos(3t) gt =
0

cos0xIn3=In3
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+oo Q3
D'ou : I sztdt:EInS
0o t 4

Exercice 4 Critére de Cauchy pour les intégrales impropres :

On utilise le critére de Cauchy pour les intégrales impropres. Soit f continue par morceaux sur [a, +oof

Soiente 0 R et x et y dans[a, +oof avec x <. I f(tyct convergesss -

o 00 00 2
Notons G laprimitivede g qui Sannuleen a: He0 R, TK D a +ol, O y) D ([a, +=D)"

G(X):ng(t)dt y>x=2K = jx ft)at| <e
D'apres les hypothesesi) et iii), on peut procéder al'intégration par parties suivante :
[ roswa=roenli- [ rosod

D'aprés I'hypotheseiv) : O(u, v) O ([a, +eo])?, Ivf(t)g(t)dt <M
Donc en particulier : Ov O [a, +oo[, va(t)g(t)dt <M
Donc : OtO[x y] O[a, +oof, G(t) < M

N y y
Dou: ‘ [ rg@ | < MA7eo1+ 1D + M [ | bt
Et comme d'apresiiii), f est positive sur [a, +oof et f'négative sur [a, +oof :

‘ [ rO90 ¢t < MG + F9) = AF) = ) < 2MF(9
Mais comme f tend vers 0 en +c0, 0N a:
K O[a, +oof, Ox O [a, +oo[, (x = K = 2Mf(X) < €)
Récapitulons :
Oe O RY, K O[a, +oo, O(x, y) O ([, +), (y>x= K = U yf(t)g(t)dt <¢g)

+o0
Ce qui prouve (viale critére de Cauchy), la convergence de I'intégrale impropre Ia fig(t)dt .

Application :

1 . .
e fit t7estdeclas'sec1 sur [1, +oof, décroissante et de limite nulle.
« g:t > €'estcontinue sur [1, +oof et vérifie:

iy_eix

J'Xyg(t)dt‘: nye” dt‘: €

Donc l'intégrale impropre |4 est convergente pour tout o O R.

O(x, y) O ([, +eo[)?, <2

Remarque : on retrouve évidemment ce résultat par une intégration par parties:

Exemples d'étude d'intégrales impropres Page 9 G. COSTANTINI



ét

o

1

1@

Ona:

it
Donc I'applicationt — %est intégrable sur [1, +oo S et seulement si a > 1.

Recherche du domaine de convergence :

Une intégration par parties donne :

x glt 1 apx et
DXD[l, +00[,J‘ tTdt:[F:| +|_J. dt
1
1

. +
i 1tu1

X it
Commea O RY, le crochet tend vers 0 lorsque x tend vers +oo. De plus 'intégrale I tg_”dt converge car
1
dt
I'applicationt tu—ﬂest intégrable sur [1, +oo[.

On en déduit : Oo ORY, I, converge
Exercice 5
1. y
. . 1
Airedutriangle: —-
n n

(0] 1875 2 2125

g

Soit f lafonction définie sur [0, +oo[ par :

nt+n-n°s nD[n—is,n], n=2
n

f(t)=<-n*t+n+n’s nD[n,n+i3], n=2
n

0 sinon

Ona:

i) f continue sur [0, +oo[. En effet, pour toutn > 2 :

f(n—is):n5—n+n—n5:0: lim  f(t)
n tan=%
< n

f(n+i) =-"°-n+n+n°=0= lim £()

3
n ton+—
>

lim f(t)=n= lim f(t)
t-n t-n
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ii) f n'est pas bornée. En effet, pour toutn = 2 :
f(n)=n

iii) I'intégrale impropre de f converge. En effet, pour toutn > 2:

n o1
jo fyde< Y = <

2
k=2 K

1
K2

<
k=2 6
. X , . . ™ , -
L'application x > I f(t)dt est croissante (car f positive) et majorée (par ?), donc admet bien une limite
0

finie lorsque x tend vers +co ; ce qui prouve la convergence de I'intégrale impropre de f.

+o00

2. Supposons maintenant que f admet une limite £ en +oo et que I f (t) dt convergente.
a

Raisonnons par 1'absurde et supposons £ # 0. Négation du critére de Cauichy pour les intégrales impropres :

Sait f continue par morceaux sur [a, +oof

Quitte a changer f en —f, on peut supposer £ > 0. J- +eo £(t) ch non convergente:ss -

Nous allons montrer que le critére de Cauchy n'est pas satisfait. 0 R, 0K O [a, +eof, (%, y) O ([a, +ea])2

On en déduira une contradiction.
y>x=K et

I: F(t) dt

>€

Comme f tend vers£ >0, ona:

CAO[a, +oof, Ox O [a, +o[, X = A = f(X) = =)

N |~

Soit K 0 [a, +oof.

Pour tous x et y de [a, +oo[ telsquey > x = max(A, K), onaalors:

‘ J' Xy f(t)dt

V4
2 —_ —_

> =X
Posons € = é(y— X). Ainsi, OK O [a, +eo[, ((x, y) O ([a, +eo[)? tels que

y>x>K et ny(t)dt>e
X

Ce qui contredit le critére de Cauchy, donc I'intégrale diverge. Absurde. Donc £ =0

+00
3. Supposons maintenant f uniformément continue sur [a, +oo[ et j f(t) dt convergente.
a

Montrons qu'aors f est nécessairement de limite nulle en +co,

Raisonnons par I'absurde. On suppose que f ne tend pasvers 0 en +oo :

CEO RY, DA O[a, +oof, DX O [a, +oo[, (X0 = A et |f(Xo)| = €)
Comme f est uniformément continue sur [0, +eo[, on a pour leréel € ci-dessus:
€
O O RY, Ox O fa, +oof, (X=x%| < = (%) = f(xo)| < 5)

Dans ces conditions (X = A et [X — Xo| < n), d'apres|'inégalité triangulaire renversee :

Inégalité triangulaire renversée :

[fG1 = 1)l = £ (X) = fOxo)| =

[X= W< kX-V

ou encore :

N |,

Donc f est de signe constant sur [Xp — 1, X, + n] donc :
“X-yI<K-W<kx-y
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[ f(t)dt‘: [ ro10t> en
%N %N

Ce qui contredit le critére de Cauchy, donc I'intégrale diverge. Absurde.

Donc f est de limite nulle en +oo,
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