EXERCICES FAISANT INTERVENIR LA NOTION DE RANG

Exercice 1

Soit (m, a, b, ¢) O R Résoudre |e systéme :
2x+y-z=a
X+my+z=>b
3X+y-mz=c

Commentaire sur cet exercice : utilisation du rang pour résoudre un systéme linéaire. (Le rang du systéme donnant la nature de

I'ensembl e des sol utions)

Exercice 2

Le but de cet exercice est de résoudre, dans M3(KK), I'équation matricielle :
M?=0

1. On suppose que M? = 0. Démontrer : Im M O Ker M. En déduire: rgM < 1.

2. Endéduire: M?*=0 - (gM <1lettrM=0)
3 -11

3. Application: ondonneA=| 2 0 1|.Calculer e”.
-2 1 0

Commentaire sur cet exercice : utilisation du rang d'une matrice pour résoudre une équation matricielle. Application au calcul de

|'exponentielle d'une matrice particuliere.

Exercice 3
F et G sont des sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un espace vectoriel E.
On considere les applications linéaires suivantes :

d:FxG-S E Y:FNnG - FxG
(.99 > f+g fe (f.-hH
1. Démontrer queKer¢ OF n G.
2. Endéduire une démonstration de larelation :
dm(F+G)=dimF +dimG-dim(F n G)

Commentaire sur cet exercice : utilisation du théoréme du rang pour démontrer la formule de Grassmann.

Exercice 4
Soit A0 My(K) avecn = 2.
On note B la transposée de la commatrice de A : B = '(com(A)).

Démontrer que: A diagonalisable = B diagonalisable

Commentaire sur cet exercice: lien entre la diagonalisation d'une matrice et la transposée de sa comatrice.

Discussion suivant lerang de A.
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Exercice 5
E est un espace vectoriel de dimension finie n. Soit f O L(E).

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que: Ker f =Im f

Commentaire sur cet exercice : utilisation du théoréme du rang pour déterminer une CNS pour que le noyau et I'image d'un

endomor phisme coincident.

Exercice 6
Soient n O N, (ay, ay, ..., o) O R" et A M,(R) définie par :

A= (@)s<ir ou a; = sin(a; + a;)
1. Prouver querg A < 2.

2. Calculer le déterminant de A.

Commentaire sur cet exercice : exploitation du rang (faible) d'une matrice pour calculer son déterminant.

Exercice 7
1. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensionsfinies, f O L(E, F) et g 0 L(F, G). Démontrer :
rgf+rgg-dimF <rg(gof)
2. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensionsfinies et h, k 0 L(E, F). Démontrer :
fgh-rgkl<rgh+k) <rgh+rgk
3. Soient E un K-espace vectoriel de dimensionfinie et f, g 0 L(E) telsque:

f+gOGL(E)
fog=0
Déterminer rg f +rg g.

Commentaire sur cet exercice : utilisation de diversesinégalités vérifiées par le rang d'applications linéaires

Exercice 8

E est un e.v.e. de dimension 3.

Soit f O £L(E) un endomorphisme antisymétrique. (C'est-a-dire: 0(x, y) O E% (f(X) |y) = — (x| f(¥)))
1. Démontrer que Im f =(Kerf)".

2. Démontrer que f est de rang pair.

3. Démontrer quil existeununiquea 0 Etel que: Ox O E, f(x) =al x

Commentaire sur cet exercice : utilisation du rang pour caractériser un endomor phisme antisymétrique par un produit vectoriel.
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Mini formulaire sur lerang :

E, F et G sont des espaces vectoriels de dimensionsfiniesn, p et g.
Soient f O L(E, F) et g O L(F, G)

Propriétés en termes "d'applications linéaires" : Traduction matricielle:

1) rgf <inf(dmE, dimF) OA O Mnp(K), rg A < inf(n, p)

2) rg(gof) <inf(rg f,rg Q) OA O Mpp(K), OB O Mpo(K), rg(BA) < inf(rg A, rg B)
3) S f bijective, alorsrg(go f)=rgg UA O GLy(K), OB O M, «(K), rg(BA) =rg B

4) Si g hijective, dorsrg(gof)=rgf OA O Mpp(K), OB O GLK(K), rg(BA) =rg A

5) f bijective = rgf=n=p OAOM(K), ADOGL(K) = rgA=n

6) rg(f)=rgf OA O My(K), rg(A) =rg A

7) ONOK', rgAf)=rg f OA O K, rgA\A) =rg A

8) Si p estun projecteur, alorsrgp=trp OAOMy(K), A>=A = rgA=trA
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EXERCICES FAISANT INTERVENIR LA NOTION DE RANG : SOLUTIONS

Exercice 1
On remarque déja que les deux premiéres équations ne sont pas liées. (Examiner les coefficients de x et 2)

Donc le systéme est de rang au moins égal a 2.

Le déterminant A du systeme est :
A=2m(2-m)
Donc: mO{0;2} < (S estderang?2
mO{0;2} = (9 estderang3
m=20

Le systéme (S) sécrit :

2x+y-z=a

3x+y=a+b
3x+y=c
e Siatb#caorsS=0
e Siat+tb=cadors S={(t,c-3t,c-t-a),t0R}
N (o
S=RV+Cou V|-3|eC| ¢
-1 c-a
m=2
Le systéme (S) sécrit :
2x+y-z=a
3x+3y=a+b
-X—-y=Cc-2a

e Siatb#-3(c—-2a),i.e.5a-b-3cz0dorsS=0

e Siba-b-3c=0a4dors S={(t,c-2a-t,c-3a+t),t OR}
1 0 dmS=1
1 c—-3a
mO{0; 2}
Lerang du systéme est égal a3. 11 y aun seul triplet solution. (On le calcule en fonction de m avec les méthodes
classiques)
Exercice 2

1. SoitYOImM. Alors:
X O Mg y(K), Y =MX
En appliquant M : MY =M2X=0
Donc: YU Ker M
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D'ou : ImMOKer M

En passant aux dimensions: rgM < dimKer M
Et d'apréslethéorémedurang : rgM<3-rgM
D'ou: rgM<1

2. Supposons M? = 0.
Onvient de voir qualorsrgM < 1.
SirgM=0,aorsM=0etdonctr M=0.

Si rgM =1, aors sestrois colonnes sont proportionnelles. On peut écrire :

MG MG AsG G G A
M=|A\C A A6 =[G (A A, A3)=C'L ol C=|c,|etL=]|A,

MG ACs AsCq G G A

Or: o=M?=C'LC'L=c(LO)'L=Cc'(CcL)'L

Et comme: 'CL=CAL + A+ CAs=tr M

Il vient : O=(trM)C'L=(trM)M

Or, M £ 0 (car rg M £ 0) donc trM=0

On aprouvé : M*=0 = (rgM < lettr M =0)

Réciproquement, supposons: rgM<lettrM=0

Alors, le méme calcul que ci-dessus montre que :
O=(trMyM=M? carrgM < 1

Bilan: M*=0 - (rgM <1ettrM=0)
3. Application.
2 -1 1
Posons M=A-I3=|2 -1 1
-2 1 -1

On remarque que rg M = 1 et tr M = 0. Donc M? = 0.

Onaaors: eh=gle™

Comme M et |; commutent : g:tM = gls gM

Et commeM?=0: eM=1,+M

Dol : e*=e(l;+ M) =eA
Exercice 3

1 Kerdo={(f,g)UExFtelsquef+g=0} =Imy
De plus U est injective, donc induit un isomorphisme sur sonimage. Donc Ker ¢ 0OF n G.
2. Enoutre,Im¢ =F + G.

Appliguons lethéoréme du rang a ¢, il vient :
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dm(F x G) =dimKer ¢ +dmIim¢ =dim(F n G) +dim(F + G).
Et comme dim(F x G) =dim F + dim G, on obtient laformule de Grassmann :

dim(F + G) =dimF + dim G - dim(F n G)

Remarque : autre démonstration (plus difficile a mémoriser)

On sait que F n G admet au moins un supplémentaire dans F.

Soit F' un supplémentairede F n GdansF: F=F O(Fn G)

On a, par conséquent :
Montrons que :

D'une part, commeF n G OG:

D'autre part :
On adonc bien :

On en déduit :

dimF =dimF - dim(F n G)

F+G=F 0G

F+G=F+(FnG)+G=F+G

F'OF F=F'0(FnG)

FnG = FnFnG =

F+G=F OG
dimF' = dim(F + G) - dim G

{0}

)

Idée de la démonstration :

Considérer un supplémentaire
F'deF n GdansF.
Puis vérifier que F' est de

dimension “convenable’

En combinant (1) et (2), on obtient :
dim(F +G)=dimF + dimG - dim(F n G)

Exercice 4

Rappel : OA O M(K), A'(comA) ='(com A)A = (det A)l,,

Avec nos notations : AB = BA = (det A)l,

Supposons donc A diagonalisable.

Distinguons plusieurs cas :

rqA=n

Alors, A étant inversible, onaB = A™.

Comme A est diagonalisable : [P 0 GL(K), (D 0 D,(K), A=PDP™

Or, A est inversible donc 0 [0 Sp(A), donc D est inversible et :
B=A"'=PD'P

Ce qui prouve que B est diagonalisable.

rfAs<n-2

)

Dans ce cas, tous les déterminants de taille n — 1 extraits de A sont nuls. Donc B = 0, donc diagonalisable.

rfA=n-1

Dans ce cas, det A= 0 et donc : AB=BA=0

Nous allons montrer que |es sous-espaces propres de A sont inclus dans des sous-espaces propres de B.

Soit A O Sp(A) et X 0 SEP(A, A) \ {0}
SiA#0, dors ABX =B(AX) = B(AX) = (BA)X =0
D'oil: BX=0

X O SEP(B, 0)
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D'ou: 0  SEPA \) O SEP(B,0)
AOSp(AN0}

SiA =0, aors SEP(A, 0) = Ker A
Or, par hypothése : dmKerA=1
Soit X [0 SEP(A, 0) \ {0}, aorson peut écrire:  SEP(A, 0) = KX

Or, AB=0donc ABX=0dou: BX OKer A=SEP(A, 0) = KX
Cest-a-dire: u O K, BX=pX
X [0 SEP(B, 1)

D'ol : SEP(A, 0) [ SEP(B, ) O HDEP(B) SEP(B, 1)
Finalement : )\EISDp(A) SEP(A, A) O HDED(B) SEP(B, 1)
Et comme A diagonalisable: K'O O SEP(B,)

ubsp(B)
Donc: HDEP(B) SEP(B, ) = K"
Cequi signifie: B diagonalisable
Exercice 5
Supposons : Kerf=Imf
Alors, en passant aux dimensions: dmKer f=rgf
Et d'apréslethéorémedurang : n-rgf=rgf

2rgf=n
Soitx JE. Ona: foOImf
Par hypothese : f)=Kerf
D'ol : f2(x) =0
Donc: f2=0.
On aprouvé : Kerf=Imf = (n=2rgf e f>=0)
Réciproquement, supposons : n=2rgf et f°=0
Alors, d'apresle théoréeme du rang : dmKer f=rgf
Donc: Kerf OImf
SoitydImf: XOE y=f(X

fy)=f(9=0

yOKer f
Donc Imf O Ker f
Et comme les dimensions sont les mémes : Imf=Kerf
Bilan: Kerf=Imf <« (n=2rgf et f>=0)
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Exercice 6

cosq,

cosa,

1. Remarquonsque: a; = Sin 0 cos o + Cos a; Sin g
Notons, pour 1 <j <n, G laj*™ colonnede A. Ona:
sina, cosa ; +cosa,; Sina;
G = : =coso;U+sinoV oo U=
sinancosaj +cosansinaj
Onadonc: Vet ((C))yej<n) O Vect(U, V)
Donc: rqA<?2
2. Doncs n > 3, aorsA est noninversible donc det A= 0.
Sin=2, dors
det A= si:.(z((lzfg ) 9:(:(12;:1)2) = sin(20,)Sin(2a,) — SN0y + 0y) = —sin%(0 — Op)
Sin=1, dorsdet A=sin(2a,)
Exercice 7
1 rg(g o f) =dim(Im(g o f)) = dim(IM(Qum(p)) = rd(Gim(p) = dim(Im(f)) — dim(Ker(gym(n))
Or, Ker(gimp) =Kergn Im f
Donc: rglgof)=rgf—-dimKergnImf)
Or, KergnImfOKerg
Donc: rg(go f) = rg f — dim(Ker g)
rggof)=rgf+rgg—-dimF
2. Remarquons que: Imh+Kk) OImh+Imk
En conséquence :
rg(h +k) < dim(Imh +Imk) < dim(Im h) + dim(Im k)
rgch+k) <rgh+rgk
En appliquant cette inégalité :
rgh=rg(h+k-Kk) <rg(h+Kk)+rg(-k) <rgh+Kk)+rgk
Donc: rgh-rgk <rg(h+Kk)
De méme: rgk—rgh<rg(h+Kk)
D'ou: rfgh-rgkl <rgh+Kk)
3. D'aprés 1. rgf+rgg-dmE<rg(gof) <0

rgf +trgg<dmE
D'apreés 2., comme f + g 0 GL(E) :
dmE=rg(f+g) <rgf+rgg
rgf+rgg=dmE

2
3
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Exercice 8
Existence

Soit A lamatrice de f dans une base orthonormée de E.

A est donc antisymétrique : A=-"A
Onadonc: det(A) = det(- 'A) = (-1)° det('A) = —det(A)
Donc: det(A) =0

A, et donc f n'est en conséguence pasinversible d'ou :
Ker f {0}
S f =0, dorsa=0 convient.
Supposons désormais f # 0. AlorsKer f est de dimension 1 ou 2.
Onadonc: rgf=2oul

Nous allons montrer querg f = 2.

Montrons tout d'abord que Im f = (Ker f)".

Soient x et y dans E.

Ona: xUKerf = f(})=0= (f9y)=-(x[f(y)=0
D'ou: Imf O Ker f

En conséquence : Imf O (Kerf)"

Or, d'apres le théoréme du rang : dmimf=3-dimKer f

Enoutre: dim (Kerf)"=3-dimKer f

D'ol ; Im f =(Kerf)"

D'autre part, il est clair que Im f est stable par f, donc I'endomorphisme g induit par f sur Im f est toujours
antisymétrique (pour le produit scalaire induit).
S Im f est dedimension 1 alorsil existeu O E, non nul, tel que Im f = Ru.
Donc: g(u) =ku aveck O R
Et comme g est antisymétrique : (ulg(w) =—(g(u) | u)
K |lulf® = —Klul
Et comme u est non nul : k=0
Donc f serait nulle sur Im f.

Or, onavu que Im f =(Ker f)” donc E=Kerf OImf

Donc f serait nulle sur E, absurde.
Onendeéduit:rg f=2etdimKer f=1.
Soient (i, j) une base orthonormée de Im f et k tel que (i, j, k) soit une base orthonormée directe de E.

Comme f est antisymétrique, lamatrice de f danslabase (i, j, k) est de laforme:

0O -a O

a 0 O

0O 0 O
Oncalculedors: ok Oi=aj=f(i)
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akO j = —ai = £(j)
ak O k=0= f(k)

Posons a = ak. Par coincidence sur une base de f et x > ak O x, on déduit :

OxOE, f(x) =alx

Unicité :

Supposons : OxOE, f(x) =alx=b0Ox
En particulier pour x =a: 0=bDa
Doncaetbsont liés: b=A,AOR
Alors: OxOE, f(x) =aOx=Aalx

En particulier pour un x tel queal] x # 0, on obtient :A =1

D'ou : b=a
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