EXEMPLES D'ETUDE DE SERIES REELLES OU COMPLEXES
NON ABSOLUMENT CONVERGENTES

Exercice 1

[l

Soient o 0 RY et ulasuite définie sur N par : u, = .
an+1

1. Montrer que lasérie de terme général u, est convergente et que:

iu _J‘l dt
" Jo 141

n=0
2. Endéduire:
0 _1n o (_4\n © _1I"I
DI AP 3 v S i
“~n+1 —2n 4 ~3n+l 3 V3
Exercice 2
n+l ee
1. Montrer queil existe 6 dans]0, 1] tel que:e= » —+
o p! (n+2)!
n-2 n!
2. Montrer que Z— est un entier pair.
b= P

3. Montrer que lasérie de terme généra u, = sin (Ttn! €) est semi-convergente.

Exercice 3
Soit 6 0]0; 2.

el né

1. Montrer quelasérie Z est convergente.

n=1

2. Etudier de deux maniéres différentes lalimite de la suite (In(e))n oo définie par :

W= [ 3 dhat

k=1
[On pourra utiliser e lemme de Lebesgue]

* ] 00 0 .
3. En déduirelesvaleursdeze— z cos(nd) ot zsm(ne) _
n=1

n=1 n n n=1 n

Exercice 4

Etudier lanature de la série de terme général :

suivant les différentesvaleursde a 0 ]0, 1].
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EXEMPLES D'ETUDE DE SERIES REELLES OU COMPLEXES

NON ABSOLUMENT CONVERGENTES : SOLUTIONS

Exercice 1
1.

Ona:
e OnON, |ul=(D"u,
e lasuite (Ju))n oy st décroissante

* lasuite (U)o tend versO

D'apres e théoreme sur les séries alternées, on en déduit la convergence de la série de terme général u,.

Calculons, pour NO N :

i b =n2':: =\ J' {9 gt = j 2( —9)" gt = jol (1_t:)N+ldt=J.:13iu —(—1)N*1J'

Onadonc:

N N+1
(_1)I"I _J-]_ dt | < jlta( +1) dt < jlta(N+l) dt < 1
—an+1l Jo 1+t°‘| 0 1+t 0 a(N+D+1

D'ou, par passage alalimite lorsque N tend vers +oo ;

Z”:u _J'l dt
N Jo 141t

n=0
Poura=1: Z( 1 dt ——=1In2
rt n+1 01+t
00 _ n l
Poura=2: z( 1) = dtzzArctanl—ArctanozE
= 01+t 4
Poura=3:

Considérons la fraction rationnelle :

F() =

1+t

On décompose F en éléments simples:

1 _ A Bt+C
1+t2 1+t 1-t+t?

Ona: A=F(t)(1+t)|t=—1=%

F(t) =

limtF(t)=A+B=0 donc Bz—%
t - o0

F(O)=A+C=1 donc ng

1tu(N+1)

0 1+t

Exemples de séries semi-convergentes Page 2

G. COSTANTINI



1+t_1—t+t2

t—i
Do T IO F | S . M
1+t 3

1 L .
Enposantu=t- > dans le troisiéme terme, on obtient :

1 gt 1 1 11 ¢
jonglnz—a[ln|t2—t+]ﬂo+EI;

du
+

u2

Nlw

1
1 dt 1 1 2 [ (ZUHE
= = ZIn2-0+ =x = | Arctan| =
.[01+t3 3 2 3 V3

1

1
j dt —iln2+iﬂ
3 3

1
D'ou: .[ d =E(In2+lj
01+t3 3 J3

Les amateurs pourront encore étudier le casa = 4.

Exercice 2
1. Laformule de Taylor avec reste de Lagrange, al'ordren + 1, appliquée a f = exp sur [0, 1] donne :
n+1 (n+2)
1 exp C)]
B O[0, 1] tel que: exp(1) = Y —exp®(0) + ——2
[0, 1] tel g PO =2, e+ =
p=0
n+l C]
D'ou: = 1 ©

ez —+
) p! (n+2)!

2. Pour tout entier n = 3, n(n — 1) est un entier pair, donc :

n! . .
Op O [0, n-2], o est un entier pair

n-2 n!
Par conséquent ZE est un entier pair.
p=0""
3. D'apreslaquestion1:
n+l

n! e?
mnle=m > —+— —
(pzo p! (n+1)(n+2)J

NS < 01
Notons 2k |'entier pair ZF ans :
p=0""

Gl

9 m TE

| |
minl e=11| 2k + n 1 n © =2kmt+ (n+ m+ +
n+l (n+})(n+2)

(n —.1)! T (n+1)! ¥ (n+Y(n+2)

Gl

D'ol: u,=sin(mn! e):sin[(n+1)rr+ LI e’ Jz(—l)"*%in( LI e J
n+l (n+1)(n+2) n+l (n+)(n+2)
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(et o e ol 2)

(_1)n+1.'.[

On en déduit : u, -~
n-o N+1

Du théoréme spécial a certaines séries alternées, on déduit la convergence de la série de terme général u,.

(_1)n+l.r[

Et comme la série de terme général n'est pas absolument convergente, la série de terme général u,

est bien semi-convergente.

Exercice 3
Rappelons laregle d'Abel pour les séries:
Soit (g,) une suite de réels positifs, décroissante et convergeant vers 0.

Soit (a,) une suite de complexestelle que:

Cette regle existe aussi

n
2.2
p=0
(Majoration des sommes partielles)

MOR,OnON, <M pour lesintégrales.

Alorslasérie de terme général €,a, est convergente.

Démonstration de larégle dAbel :

Posons : A= Zap
p=0
Ainsi : Ao=a, et OpON’, ay=A-A,;
n
Posons également : S = zgpap
p=0

Nous allons montrer que la suite (S,) converge :

Si=eodt Y €5(Ay = Ayy)
p=1

n n-1
Si=edot Y €A = D Epuhy
p=1 p=0

Cette derniére écriture est souvent appelée

"transformation d'’Abel". On noteral'analogie

n-1
S =&A+ z (Sp _8p+1)Ap
p=0

avec une intégration par parties.

» Lasuite (A,) est bornée et la suite (€,) converge vers 0 donc la suite (€,A,) converge aussi vers 0.

n-1
* Deplus: Z|sp—sp+1||Ap|<M(so—sn)<M80
p=0

Lasérie de terme général (g, — €5+1)A, est donc absolument convergente, donc convergente (car C est complet)

On en déduit la convergence de la suite (S,), c'est-a-dire la convergence de la série de terme général €,a,.

Exemples de séries semi-convergentes Page 4 G. COSTANTINI



. i 1
1. Onpose, pour n O N": a,= " e &=

Il est clair que lasuite (€,,) est strictement positive, décroissante et tendant vers 0.

n
Zap

p=1

Montrons que les sommes sont majorées:

i I M g i(n+1)0 no

2 2 - 2 2 :

n.. n_ 921 B aind _ e-e (e e ) e sm()
p e’ (e 1

E elp9: E (ele) = ( ): - 2

p=1

i e ey T
p=1 e -1 e (eZ—eZJ sin(g)
2
Zn:e”’e < 1
p=1

()
Sn| —
2
ind

D'apreslaregle d'Abel, on déduit la convergence de la série de terme général -

D'ou :

2. Rappelonsle lemme de Lebesgue pour une fonction f de classe C.

Soit f une fonction de classe C' sur un intervalle [a, b] avaleurs dans C. Soit A un réel.

: P ixt
Alors lim | eMf@t)dt=0
a

A - +oo

Démonstration du lemme de Lebesgue :

Lesapplications f et t > €' étant de classe C* sur [a, b], on a, par une intégration par parties:

b iat P it _ _ b
jae'“f(t) dt = {f(t)%} - :ein'(t) dt = % [f(b)e'“’ - f(a)e™® - j ) e'“f'(t)dt}
D'ou : :
j:ei“ f(t) dt| < ﬁ {|f(b)|+| f(a)|+ J’ :|f'(t)|dt}

NotonsM = sup |f'(t)| (existe car, par hypothese, f' est continue sur le compact [a, b])
tOa,b]

Ains :

0<

j "M £(t) dt

< ﬁ[lf(b)|+|f(a)|+(b-a)l\/l]
D'ou:
b .
lim ae'“f(t) dt = 0.

Fin de la démonstration du lemme de L ebesgue.

Appliquons maintenant ce lemme. On avu que:

Zn:eikt _ gt (eint -1) _ g (n+1t B gt
=i e -1 e-1 €'-1
it

Or, I'applicationt = est de classe C* sur [, 0] (ou [6, 1) puisque 6 0 ]0, 211.

gt -1

Donc, d'apres le lemme de Lebesgue :
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0 gl(n+Dt

lim . dt=0
no+o Jr @l =1
D im 10 = [ "€
one: nLToo ”()_J.e it_]_t
e g 1 t) 1
Et comme: = :—_cotan(—)+—
gt -1 2isin[t§] 2i 2) 2
On obtient : lim 1,(6 In( n ) " n_e—iln('n e)+ n-6 1
obtent: lim 1:8)= § [in{sin( )]+ %52 =i n{sin(g)) + 2 ®
D'autre part,

Par passage alalimite :

1im 1,(6) = % g$+ ilmz @)
2, glk® -6
3. De (1) et (2), on déduit : ZT:—ln(sn(g))ﬂT -In2
k=1
ie:e :—In(zsn(ﬁ))ﬂ —8
n=1

En séparant parties réelles et partiesimaginaires :
i%ﬁ:—m(wn@)

n=1
i sin(nd) _

n=1

Exercice 4
Il suffit d'écrire:
_q\n _1n _q\n
e VRO G A G AP
n(l na +(_l)n n(l nG(nG +(_1)n)
On constate que : Vy ~
n- oo

 Sald ]E’ 1], dors la série de terme général v, est absolument convergente. Comme la série de terme

0"

n®

général est semi-convergente, on en déduit la semi-convergence de la série de terme généra u,.

e Sald]o, %], alorslasérie de terme général v, est divergente donc la série de terme général u, aussi.
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