EXERCICES FAISANT INTERVENIR DES SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 1 Lessous-espaces propres sont en somme directe.
Soient E un espace vectoriel et f O L(E) admettant des valeurs propresAq, A, ..., Ay deux adeux distinctes.

Démontrer que les sous-espaces propres de f, SEP(f, A)) = Ker(f — Aild) (1 < i < N), sont en somme directe.

Exercice 2 Avec des coefficients binomiaux
Pour tout n O N, on pose :

E(n/3)

A= > Ck

k=0

E((n-1)/3)
B= ) CX*
k=0

E((n-2)/3)
C= Z C§k+2
k=0

Calculer A, Bet C.

Exercice 3 Recherche du développement limité de la fonction réciproque
Soit f I'application définie par :
f:R - R
x > x€

Démontrer que f admet une application réciproque et déterminer le développement limité, al'ordre 5, de f * en 0.

Exercice 4 Théoréme de la perpendiculaire commune

Dans I'espace affine de dimension 3, on considére deux droites D(A, u ) et D'(A, v ) ol u et v non colinéaires.

Démontrer que, dans ces conditions, il existe une unique droite A perpendiculaire aD et D'

Exercice 5 Formule d'inversion de Pascal - Applications

Soient (&) g<i<n & (0) o<i<, des familles d'éléments d'un anneau commutatif A telles que

P
3,= > Cb OpO[0,n]

k=0
p
Démontrer : by = Z(—l) P-kCra, OpO [0, n]
k=0
Applications:

1. Soient X et Y des ensemblesde cardinal n O N" et p 0 N respectivement.

p
Le nombre de surjections de X sur Y est : §(n, p) = z (-DP*Cik"
k=1

2. Soit X un ensemble de cardinal n O N".

Le nombre de dérangements de X est : d,=n!
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Théoréme des chapeaux : n invités laissent leur chapeau au vestiaire et repartent les uns aprés les autres en

prenant un chapeau au hasard. La probabilité p, qu'ils repartent tous avec un chapeau ne leur appartenant pas

1 S
tend vers ° lorsque n tend versl'infini.

Exercice 6 Calcul d'une borneinférieure

1
Calculer : inf j [ - (a +bx+c) | dx
(a,b,c)OR® JO
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EXERCICES FAISANT INTERVENIR DES SYSTEMES LINEAIRES : SOLUTIONS

Exercice 1 Lessous-espaces propres sont en somme directe.

On procéde par récurrence sur N O N

N N

On considére lapropriété : O(N): ZSEP(f,)\i): _DlsEP(f,)\i)
i=1 =

Onal (1).

Soit N O N”. Supposons 0 (N). Soient Ay, Ay, ..., Ans: des valeurs propres de f deux & deux distinctes.

Soient Xy, Xy, ... , Xn+1 dANs E telsque :

OiO0{1, ., N+3  x OSEP(f,\)

N+1
z % =0 Idée de ladémonstration :
i=1 On applique f aunesommedeN + 1
N+1 N+1 vecteurs. En combinant les
En appliquant f : 0=fO)=f (z XiJ: z)‘ixi équations, on se raméne aune
=1 =1 somme de N vecteurs qui permet
{xl + X+t Xyay =0 (B) dutiliser I'hypothése de récurrence.
Onadonc:
AX A% + . A X =0 (Ey)

En effectuant An.a(Ep) — (Ey) :
(Ans = AD)Xs + Ansr =A% + oo + (Anis — AN =0

or, 0i 041, ..., N}, (\wer = A)x O SEP(f, A))

N N
Et, par hypothése de récurrence : z SEP(f,A) = ‘Dl SEP(f,A;)
= =

D'apres les propriétés des sommes directes :
Oi O{1,..,N}, Anez =A% =0

Et comme les valeurs propres sont deux a deux distinctes, on en déduit :

X1:X2:...:XN:O
Et comme: X ==X+ ... + %) =0
N+1
On adonc I'implication : in =0 = x=000[1;N+1]

i=1

Donc d'apres les propriétés des sommes directes :
N+1 N+1
2 SEP(f.N) = O SEP(f,A)
i=1 =
Cequi est: O(N+1)

Le principe de récurrence permet de conclure:

N N
;SEP(LM) = 0 SEP(f,\)
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Exercice 2 Avec des coefficients binomiaux

n
Par laformule du bindme on sait que 1+X)"= ZC,E’XP
p=0
n
En particularisant X = 1, on obtient : 2= Z CP=A+B+C (Ey)
p=0
2im

En particularisant X = = e 3, onobtient :

n E(n/3) E((n-1)/3) E((n-2)/3)
N P 3k;3k 3Kk+1;3k+1 3Kk+2;3k+2
OIS N DI A D D
p=0 k=0 k=0 k=0

in
Or,jSk:].,jSk+1:j,j3k+2:JT et1+j:e3 d'ou

inTt

e3 =A+jB+jC (E)
_ _am
En particularisant X=j =e 3 , onobtient :
(1_,_]7)n: icpjp - Eg“g) C3kJT3k+ E((nil‘jls) C3k+1JT3k+1+ E((r§’3)c3k+2]3k+2
p=0 ) k=0 ) k=0 " k=0 "
i

or, j_3k:1, JT3|<+1: jT, JT3|<+2: J_ al"'JT —e 3 dou:

e 3=A+]B+|C (Eo)
On résout maintenant le systéme constitué des équations (E;), i = 1, 2, 3.
Commel+j + j_ =0, lacombinaison (E;) + (E,) + (Ez) donne:

3A =2"+ 2cos %T[

De plus, commej j = 1, lacombinaison (E;) + j (E,) +j(Es) donne::

inmt _inm

3B=2"+]e3 +je 3 =2"+2005 1 AT

Et enfin, lacombinaison (Ey) +j(E) + j (Es) donne:
inTt _inm

3C=2"+je3 +je 3 :2"+Zcos%

2" + 2cos
3

3

D'ou: A=

2" +2cos

3

(n=2)m
3

2n + Zcosw

3
Par exemple, avec n =7, on obtient A=43, B=43 et C=42.

C=
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Exercice 3 Recherche du développement limité de la fonction réciproque
Lafonction f est dérivable sur R (théorémes générauix) et :
OxOR, f(x) = € + 2x%°
On congtate que f est strictement croissante sur R. Comme elle est de plus continue sur R (puisque dérivable sur
R), elle est bijective. Son image f(R) est égale R.
Donc f admet une réciproque f* définie sur R.
Deplus, f est declasse C” sur R, donc saréciproque f* I'est également.
Par ailleurs, f estimpaire, donc f* I'est aussi.
Posons:: () = ay + by’ + ¢y’ + o(y’)

Comme f* o f =1d,, on obtient :

3 5
x= FHf() =axe’ +bx (exz ) +ox® (exz ) +0(F)
2 x4
Or: e =1+ x2+7+o(x5)
X4
D'ou : x:ax[1+x2+7j+bx3 (1+3x2)+cx5+0(X5)

De I'unicité des coefficients de dével oppement limité, on déduit :

D'ou: b:—l,c:E
2
Finalement :

A0 =x- x3+ gx5 +0(<)

Exercice 4 Théoreme de la perpendiculaire commune

Si O et V sont colinéaires, alors D et D'

sont paraléles. Il existe alorsuneinfinité

de perpendiculaires communes.
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Si D et D' sont coplanaires (et donc sécantes en un point O puisque u et v sont non colinéai res) alorsladroite A
passant par O et orthogonale au plan contenant D et D' convient et c'est la seule.
Pour la suite, on considére que D et D' ne sont pas coplanaires (donc non sécantes)

Soit | un point quelcongque de D et I' un point quelconque de D'. (Et nécessairement I' # 1)

D'apreslarelation de Chasles: IN'= 1A+ AA+ Al
Notons, par ailleurs : IA=au et A'I'=[3§
Ainsi : I'=au+AA+ [3\7

Montrons qu'il n'y aqu'un seul point | de D et un seul point I' de D' tels que (I1') soit perpendiculaireaD et D'

-

Lacondition 11" G:Oestéquivalentea:

—»2 — _’I — —
au"+ u.AA+Bu.v=0

Lacondition 11", onaéquivalentea:
Qu.v+ Vv.AA+BVZ=0

Ladroite (11') est donc une perpendiculaire commune aD et D' s et seulement s a et 3 sont solutions du systéme

au“+fBu V=-u.AA
o9 - . -
Qu.v+BVvZi=-v.AA
Or, le déterminant & de ce systéme est : 5= u?x 62-(6.6)2

Et comme, par hypothése, uet v sont non colinéai res, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est stricte.

En conséguence ce déterminant est non nul.

— .

Il existe donc un unigque couple (a, (3) satisfaisant les conditions 11". u=0etIl'. v=0.
Autrement dit, il existe un unique point | de D et un unique point I' de D' tel que la droite A = (II") soit

perpendiculaireaD et D'

Remargue : en résolvant le systeme (S), on peut, en connaissant A, A, u et v construire ladroite A.

Exercice 5 Formule d'inversion de Pascal - Applications

a by
Tl by p
NotonsA,= | a, | et B,= | b, | . Larelation a, =ZC',§Q( Op O [0, n] se traduit aors matriciellement par :
: : k=0
ay by
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ol

1
A,=MB, avec M,=| 1 2

-k O O
o o o
O o o o

co ct ¢ ...
Les matrices M,, sont triangulaires, de déterminant 1, donc inversibles. En inversant M,, on déduira une

expression des b, (0 < p < n) enfonction desa, (0 < p < n). Or, d'aprés laformule du binbme de Newton, on a

1 1 0 0 0 0)(1
1+ X 1 1 0 0 0|X
1+x)2=|1 2 1 0 o0]|Xx?

: T 0 :
a+xy") ¢ ¢t cz ... ¢v)ix"

1 1

X 1+ X
Onadonc: X2 = Mt @+ X)?

X" 1+ X)"

Pour déterminer M, on décompose X" (0 < p < n) danslabase (1, (1 + X), (1 + X)% ..., (1 +X)") :

Pour cela, il suffit d'écrire:

p
X =(1+X-1P= D Cy(-DP @+ X)

k=0
1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0
D'ou M= 1 -2 1 0 0
. . . S

D"y (-p"'ch (-D"*ci - Cp
En conséguence :

p
by = Z(—l) Pkcka, OpO[o,n]
k=0

Application 1 : nombre de surjections d'un ensemble de cardinal n sur un ensemble de cardina p.

Soit X un ensemble de cardinal n O N et Y un ensemble de cardinal p O N,

On note S(n, p) le nombre de surjections de X sur Y.

Recherchons une expression de S(n, p).

Pour cela, dénombrons de deux fagons différentes |e nombre d'applications f de X dans Y.

Soit f une application de X dans Y.

* Pour chacun des n édéments de X, nous pouvons associer I'un des p éléments de Y. D'aprés le principe
multiplicatif, nous avons donc p" fagons de construire f.

» Nous pouvons dénombrer différemment : on sait que f définit une surjection de X sur f(X). Notons k le

cardinal de f(X). Onadonc: 1 < k < p. Nous avons C',j fagons de choisir les k @ éments de f(X) parmi lesp

éléments de Y. Et, avec nos notations, nous avons S(n, k) facons de choisir une surjection de X dans un

ensemble de cardinal k. En sommant, pour 1 < k < p, on obtient :
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p
z CkS(n,k) applications de X dans Y.
k=1

Bilan:

D'apreslaformule dinversion de Pascal, on déduit :

P
Sn,p) = D (-)PCEK”

k=1

Application 2 : nombre de dérangements d, d'un ensemble X de cardinal n O N”. (Est appelé dérangement de X
toute bijection de X n‘ayant aucun point fixe)

Soit B(X) I'ensemble des bijections de X ayant k points fixes (pour 0 < k < n)
Ona: Card(B(X)) = C" * d
En effet, une bijection de X ayant k points fixes dérange n — k éémentsde X. Or, il y a C"~ fagons de choisir les

n —k éléments dérangés et d, dérangements de I'ensemble de ces n — k éléments.

En sommant, pour k=0an:

n n n
> card(B, (X)) = > Cl¥d,_, = D, CKd,
k=0 k=0 k=0

n
En outre, z Card(B, (X)) =n!
k=0
n
Onadonc: ni= Y ckd,
k=0

Et d'aprés laformule dinversion de Pascal :
n _ n _1)ﬂ—k n (_1)k
d= S cnmrk=n $ =nl!
" ;) n () IZ;(n—k)! k; k!

Ce résultat a pour consequence un curieux théoreme dit "des chapeaux” (d'autres versions existent) :

n invités laissent leur chapeau au vestiaire et repartent en prenant un chapeau au hasard. La probabilité p, quils

repartent tous avec un chapeau ne leur appartenant pas est :

_ O _ N (_1)k
p"_ﬁ_;) ki

Par exemple, p; = g . (On peut retrouver cerésultat al'aide d'un arbre)

Et lorsque n tend vers I'infini, p, tend vers % .
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Exercice 6 Calcul d'une borneinférieure

1
Notons E = R3[X] muni du produit scalaire (P, Q) = J.O P(t) Q(t)dt et]. || lanorme associée.

Notons A = ax? + bX + ¢ 0 R,[X], ainsi :

1
inf j [~ (x +bx+ c)]2 dx=inf [X°=AP=[dOC, RX])]?
(ab,c)0R® J0 AOR,[X]

X3

d(<, Ra[X])

R2[X]
0 A

La borne inférieure de |X° — Al sera atteinte si et seulement si A est le projeté orthogonal de X3 sur le sous-

espace vectoriel R,[X] = Vect(1, X, X?), cest-a-dire s et seulement si X* — A est orthogonal a1, X et X2.

a, b, 1

—+—+c==

(X®-AD=0 (AD = (X3, 3 2 4

. 3 _ _/v3 a b c_1
or: (X°=AX)=0 = | (AX)=(X°X) = (T424o=c
(X*-AXH=0  [(AXH=(XXY) g p ¢ 1

5236

Le systéme obtenu est é émentaire (mais fastidieux) a résoudre. Un calculateur donne :

a= E,b:—é etc:i

2 5 20
D'ou : A= EXz— §X+ 1
2 5 20

Reste a calculer lavaleur de cette borne inférieure &l'aide du théoréme de Pythagore :

1 1 1 2
inf j [xs—(ax2+bx+c)]2dx:||X3||2—||A||2:j X8 dlx - j (§x2—§x+i) x=i-20__1
(ab,c)OR® JO 0 o\ 2 5 20 7 400 2800
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