FONCTIONS CONVEXES D'UNE VARIABLE REELLE
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1. Définition de la convexité

1.1. Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est convexe sur | lorsgue:

X,y el, VA € [0; 1], fOx+ (@2 =-1)Y) < Af()+ (@2 -A)f(Y)

Lorsquel'on al'inégalité dans I'autre sens, on dit que f est concave sur |.

Si I'inégalité est stricte, on parle aors de stricte convexité ou concavité.

Notons que f est concave sur | s et seulement s —f est convexe sur .

Remarquonsquesi x=yous A =0o0uX=1adorsl'inégalité f(Ax+ (L - L)y) < Af(X) + (1 - 1) f(y) est triviale.

Illustration dans le cas d'une fonction concave : la courbe est au dessus de toute corde.

)

SO+ (1-2)y)
L0+ (1= 1)f()

f)

/ x Ax+ (1= Ay y

e Lafonction f: x > |x| est convexe puisque d'aprées I'inégalité triangulaire :

X+ (1= 1)yl < A+ (1 =)yl

Exemples:

e Lafonction f : x > x? est convexe. En effet :

M) + (L= 0)FY) = FOX+ (L =A)y) =A X+ (1- 1) y* =22 X*= 241 - W)xy — (1-21)% y?

=ML-W[xP=2xy+ y?]=A1-2) (x-y)®=0

e Lesfonctions affines sont alafois convexes et concaves.

1.2. Théoréme Inégalité de Jensen

Soient f une fonction convexe définie sur un intervallel, x,, ... , X, despointsde | et A,,

n
vérifiant Zki =1. Alors:

i—1
f(zn:kixiJ < i}“if(xi)
i—1 i1

f(X1+---+Xn) < FX)+.. (%)

n n

En particulier :

..., Ay desréds positifs

Preuve : par récurrence sur n. Laformule est vraie pour n= 2 (C'est ladéfinition avec Ay =L et A, =1 —Ay)

Considérons la propriété suivante :
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Ho iV X4, ooy Xo € 1, Vg, oo, An € [0 1] tels que in =lona: f(ZMJ < inf(xi)
i=1

i=1 i=1
e Comme f est convexesur |, on a:
vx,yel, VA e[0; 1], fOx+ (1 -n1)Y) <Af(X)+(@2-2)fy)
Enposant X; =X, X, =Yy, Ay = A et A, =1 — A on obtient H,.

e Supposons H,, vraie pour un certain entier n > 2 et montrons que cela entraine Hy,, ;.

n+1 n
Soient Ay, ... , Anz € [0 1] telsque in =1 PosonsS=Zki .
i=1 i=1

% SiS=0adorsA; =0pourtout i € [1;n] et donc iy, =1.

n+l n+1
L'inégalitéf(ZkixiJ < zxif(xi) est alors vérifiée puisgue trivialement réduite a f(Xn.1) < f(Xni1)-

i=1 i=1

% Si S= 0alorsposonspour touti € [1;n], = %
n n }\‘ 1
Ains, ona: L= 2= —xS=1
;u. ;S S

Ceci va permettre d'utiliser I'hypothése de récurrence :

f(nzﬂ}‘ﬂle :f(i}“ixi +}“n+lxn+lJ :f(si“ixi + (1_ S)Xn+1J car Any1=1- i}“i =1-S
i=1 i=1

i=1 i=1
Et comme f est convexe (ou d'aprés H,), on a:

n+l n
f[z%mJ < Sf[z um} + (19 f(%.1)
i=1 i=1

n
Et comme z w; = 1let H, est vraie par hypothése de récurrence, on a:
i=1

f[znlﬂixiJ < Zn:Hif(Xi)
i-1 i=1

or, SY wif4)= D A f(x)
i=1 i=1
n+l n
D'otl finalement : f(meJ < D0 F06) + Dt f ()
i=1 i=1
Cequi est Hy, 1.

Le principe de récurrence achéve la démonstration.
Le cas particulier en résulteen choisissant Aoy =4, = ... =, =

n .

2
n n
Exemple: VX, ..., X, € R: (ZXJ < nZ:xi2 (convexitédex > x7)
i=1

i=1
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2. Différentes caractérisations de la convexité

2. 1. Caractérisation 1

Soit f une fonction définie sur un intervalel.

-1 . 1@ - f(y)

y-X z-y

festconvexesur | < VX y,zel,x<y<z =

Preuve:
= Soient x,y,ze | telsquex<y<z

Puisquey € ]x; 7, on peut écrire:

y=ax+pzoir= Y eap=1-2=Y"2c10: 1
Z— X Z— X

Comme f est convexesur I, ona:

f) < M) +uf@
Ajoutons Af(y) a chague membre, ains : Af(y) — Af(X) < uf(@ — pf(y)

-1 . 1@ -fY)

Soit en divisant par Ap >0
1) A

ornz2Y oY X g, xsodon: LW/ J@=/)
Z-X Z-X y

- —X z-y
< Soient x, z e | avec (pour fixer lesidéesx < z, lecasx = z &ant trivial) et soit A € ]0; 1[.
Posonsy =2Ax+puz olp=1-A. Ains x<y<z

Y- . 1@ - f(y)
y-X z-y

D'ou: ALf(Y) = f(9] < ulf(@ - f(Y)] dotf(y) < Af(X) + nf(2).

L'inégalité éant trivialement valable lorsque A = 0 ou A = 1, on en déduit que f est convexe sur |.

Onadonc:

2.2. Caractérisation 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle |. Pour tout o € | on pose ¢.(X) = e vxel \{a}.

f(x) ~ f(a)
-

festconvexesur | < Va el, ¢, est croissantesur | \ {a}

Preuve:
= Soient x, y € | \ {a} telsquex <y. Montrons que @u(X) < @u(Y)

Supposons que l'on ait x <y < a. Commey € ]x ; af, on peut écrire:

y=buuaoux=2:i ew;uap=1—x=z:§em;u

Comme f est convexesur |, onendéduit:  f(y) < Af(X) + pf(o)
Retranchons f(o) a chague membre : FY) = fo) < ALF(X) — f(a)]

S~ fle) o F(¥) - flo)

y—o X—a

Dou(x—-a<0 e y—-a<0):

9a(y) = 0ul¥)
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Lecasa < x<yestanalogueet lecasx < o <yimmédiat d'aprés la caractérisation 1.
Bilan : lafonction ¢, est bien croissante sur 1 \ {a} .
< Soientx,y,ze ltelsquex<y<z

Comme ¢, est croissante, on a @,(xX) < ¢,(2) donc (caractérisation 1) f est convexe.

Remargue : évidemment, on a: f est concavesur | < Va € |, ¢, est décroissantesur | \ {a}

2.3. Conséguences

Soit f unefonction convexesur | . Alors:
1) f admet en tout point o intérieur a | une dérivée a droite et une dérivée a gauche

2) f est continue en tout point o intérieur al.

Preuve:

1) Soita € | . Lafonction ¢, est croissantesur | \ {o} et bornée au voisinage de a.. Elle admet donc une limite

adroite et a gauche de a. (voir legon sur les fonctions monotones). Donc f admet en o une dérivée a droite et

une dérivée & gauche et comme gq(or) < gu(a’), ona fq(a) < f4(o)

2)Soita €| .Donc3da, b eltedsquea<a<h.
Lafonction ¢, est croissante sur [a ; of minorée par

9o (a) et majorée par ¢q(b) :

Vx e [a; o 1 9u(a) < 9u(X) < @u(b)
De méme sur Ja ; b], ¢, est croissante et bornée s
(toujours par ¢.(a) et ¢.(b)) :
Vx € Ja; bl 1 9u(a) < 9u(X) < @u(b)
Bilan:3M e Rted queV x e I \{a} ona:
/) = f(@)] < Mix—al (M = sup{lpa(@)]; lpa(O)[}

Et comme I'inégalité ci-dessus est encore valable pour x = o, on en déduit que f est continue en a.

(En effet, Ve >0, pour n < ﬁ X — af <n entraine |f(x) - f(o)| < MIx — a| < Mn <)

Remargue : il existe des fonctions convexes non continues. (Mais les points de discontinuité sont situés sur
Fr(1))

1sx=0

Par exemple lafonction f définiesur [0 ; 1] par f(X) = {Osi xe10: 1]

En effet, on atoujours f(Ax + (L —A)y) =0 puisque AX + (L - L)y = 0 et Af(X) + (L —-A)f(y) =0

Remargue : la conséquence 2.3. ci-dessus sapplique aussi aux fonctions concaves.
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2.4. Caractérisation 3

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalel.

festconvexesur | < f' est croissante sur |

Preuve:

= Soient a, b € | avec a < b. Nous savons que f est dérivable sur | donc :

f'(a) = lim @4(X) avec f'(a) < @a(b) puisque ¢, est croissante
f'(b) = Iirrg) op(X) avec f'(b) = @u(a) puisgue ¢, st croissante

Et comme @,(b) = ¢p(a), ona f'(a) < f'(b) donc f' est croissante sur |.
< Soienta, b,celaveca<b<c.
D'aprés le théoreme des accroissements finis appliquéa f sur ]a; b[ puissur]b; c[ :
Ja € ]a; b[ tel que f(b) — f(a) = f'(a)(b — a) Cest-a-dire f' (o) = pu(a)
3B € Jb; c[ tel que f(c) - f(b) = f'(B)(c — b) Cest-a-dire f* (B) = ¢p(C)
Or, f' est croissante et o < B donc f' (o) < f'(B) Cest-a-dire py(a) < @p(C).

Aing, d'aprésla caractérisation 1, f est convexe.
Et pour lesfonctions concaves, on a: f est concavesur | < f' est décroissante sur |
On a vu, que la convexité se traduit par le fait que les cordes sont au dessus du graphe. La caractérisation

suivante valable pour une fonction dérivable traduit la convexité par le fait que les tangentes sont en dessous du

graphe.

2.5. Caractérisation 4

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalel.

festconvexesur | < Vael, Vxel, f(X) = f(a) + (X—o)f"(cr)

Preuve:
= Soita el et soitx e . S x=q, I'inégalité est triviale.

Si x> a, aors f'(a) = @u(a’) < @u(X) car ¢, est croissante.

D'ou fl((l) < f(X) _ f((l)
X—a
Cegt-adire: 19 = f(@) + (x - &) f' (@)

Six<a, adors @u(X) < @i (o) = f' (o) d'ou:
f(¥) - f(o)

X—a

< f'(a)

Et commex—-a<0: f) = f(o) + x—a)f' (o)
< Soient x, y e | avec x <y. On adonc, par hypothése :

O =)+ (y=xf'(¥) e fx) = fy) +x=y)f' ()
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< f'(y)

. f(y) - f(¥)
[ < v

Donc f' est croissante et donc f est convexe.

Notons que I'inégalité est tournée dans |'autre sens en cas de concavité.

2.6. Caractérisation 5

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalel.

festconvexesur | & f'(X) = O0surl

Preuve: foonvexesur | < f' croissantesur | < f" = 0surl
Et évidemment on a: fooncavesur | s etseulements f* < Osurl
Exemples:

o Lafonction exponentielle est convexe sur R.

e Lafonction In est concave sur ]0 ; +oof.

e Lafonction sinus est concave sur [0 ; x[; la fonction cosinus concave sur [0 ; g] €t convexe sur [% ;7.

e Casdesfonctionspuissances: f: X > X" pour h € ]0; +oof. f est declasse C* et on a:
') =hth-1) x"2 vx>0
D'ol : fconvexe < h<Oouhz=1
fconcave < hel0;1]]
Etc.

3. Quelques propriétés des fonctions convexes

3.1. Propriété
Soit f une fonction définie sur R, convexe, positive e admettant deux zéros distincts t; < t,. Alors f est nulle

sur [t ; to].

Preuve:
Par I'absurde, s f n'est pasnulle sur [ty ; to] alors:
It e [ty ; to] tel que f(t) >0

Cequi entrainerait :

oulty) = ft) - _ f(_t)t 50 e ofty) = ft)-f® _  f® <0

Cequi contredit 2.2. (¢, croissante)

Fonctions convexes Page 7 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

3.2. Propriété

Soit f une fonction définie sur R, convexe et majorée. Alors f est constante.

Preuve:
Soit M un réd tel que: vxe R, f(xX) <M
Considérons gg(X) = F-10© pour x € R".
X
Pour x>0,0ona: Po(X) < M—Tf(O)

@o est croissante sur R donc admet une limite en +o et :

lim (po(X) <0
X—>+00

Pour x<0,ona: Po(X) = M—Tf(O)

@o est croissante sur R donc admet une limite en —wo et
lim @o(X) = 0.
X—>—00

Donc ¢ est nullesur R et, par suite: vx e R, f(x)=f(0)

On aprouvé que f est constante sur R.

Notons que ce résultat ne subsiste pas s f n'est définie que sur une partiede R :

1 . .
Prendre f : x € [0, +oo[ > Trx qui est convexe et majorée par 1 et pourtant non constante
+

3.3. Propriété

Soit f une fonction définie sur R, convexe et croissante et non constante. Alors lim f = +oo.

+00

Preuve:

Puisgue f est croissante, lim f existe.
+o0

S lim f=/¢ e R, aors limgpy = 0. Or @o(1) = f(1) — f(O) = 0 puisgue f est croissante. Et comme g est
+00 +o0

croissante, on a o nulle sur R™ donc f constante sur R, ce qui contredit I'nypothése. Donc lim f = +.
+o0
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4. Applications

X
-1 . .
€ est croissantesur R .

Démontrer que lafonction x

Lafonction exponentielle éant convexe, on aen utilisant la caractérisation 2 pour o =0':

e -1

Po(X) =

D'oul e résultat.

. . inx .
Démontrer quelafonction x - Snx est décroissante sur ]0 ; n].
X

Lafonction sinus éant concave sur ]0 ; «t], on ad'aprés la caractérisation 2 pour oo =0 :
sinx
Po(X) = ——
X

D'ou e résultat.

Démontrer que Vx € [0; g], EXS sinx < X
T

Comme lafonction sinus est concave sur [0 ; 7], on a:

sn(Ax+ (L -A)y) = Asinx+ (1 -2A)siny

Avecx=g,y=Oetk=EXe[O;l],iIvient:
T

snx =

EREN)

X

Deplus, d'aprés 2.5. le graphe de la fonction sinus est en dessous de ses tangentes (concavité) :
SnX < sn o+ (X— o)cos a

Aveca =0, il vient : sSnx < x

MOYENNES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES
La moyenne arithmétique de n nombres réds strictement positifs est toujours au moins égale a la moyenne

géométrique de ces nombres :

Xy 4.4 X
VX1, cooy X € 105 400 1 FLT0 > 0y X
n

Preuve:

Lafonction In est concave sur 10 ; +oo[ donc :

n
YV Xg, eor s Xp € ]O; 400 €& VA, ..., Ay € [0 1] telsqueZ:ki =1:In(AXy + oo + AnXn) = AgdnXg + ...+ Aln X,
i=1

A

En composant par lafonction exponentielle qui est croissante: |A1Xg + ... + AnXn = xfl e X
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Enchoisissant A1 =...= A, = % , On obtient :

Xg+.. X
L > 0.,

n

INEGALITE DE HOLDER

. . . - R 1 1
Soient p et g deux nombres réels strictement supérieursa 1 tels que _p + a =1.

Soient également ay, ... , &y, by, ..., by 2n nombres régls strictement positifs. Alorson a:

1 1
)
i=1 i=1 i=1
Preuve:

Comme p > 1 lafonction puissance f : x > xP est convexe sur ]0 ; +oo[. On adonc :

YV Xg, eor s Xp € ]O; 400 €& VA, ..., Ay € [0 1] telsqueznlki =1: f(zn:kixiJ < Zn:kif(xi)
i=1

i=1 i=1

n p n
(z}“ixi] < z}“ixip
i=1 i=1

p
Zn:aih Zn: aipqqu(qfl)
) d " é
En particulier pour x; = % e = nh il vient : | =L < =
Swo (3] 3w
= i-1 =

11 n p n n p-1
Or, q—pg+p=0 puisque—p+ e 1dou: (Zaih] <D (Zbﬂ
i=1 i=1

i=1

1
Puis en extrayant les racine p™ des deux membres (la fonction u > uP éant croissante car p > 1) et en

1 1
_ n n P& q
remarquant que P2 — L il vient ; D ah < (z aipJ (Zh“}
P 4 i=1 i=1 i=1
Cas particulier : pour p = q = 2, on récupére l'inégalité de Cauchy-Schwarz : < a | b > < || ||b|| (pour la

structure euclidienne usuelle de R )

INEGALITE DE MINKOWSKI

Soit p> 1 et soient ay, ... , @, by, ..., by 2n nombres réels strictement positifs. Alorson a:

(i(@ +mpJp< (iaﬁ’}p

()
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Preuve:

1\ P
On considére lafonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(X) = (1+XPJ . festdeclaseC’etona:

1 1\ P-1 1 1)\ p-1 1 1 1\ P2
, —-1 — ., 1— p —=2 — 1 p—l —-1 —
f'xX)=xP |1+xP g f'X)= ——xP [1+xP +xP = —=xP |1+xP
p p

1 1)\P2 11 1 1\P2
" 1_p 772 p p ) 1_p 772
') =—=xP [1+xP 1+ xP —xP |= —=xP |1+xP <Ocar 1-p<0
Y P

Donc f est concave sur |0 ; +oo[. D'ou

1 P 1\ P
n n p n
VX, e X €10 400 € Vhy, o, € [0 U telsqued A =1: 1+(in>gJ > x{lpr
i=1 i=1 i=1
P 1 P
n p n = 1
cest-a-dire: 1+ (ZMXJ > Z(}“ip +(7~iXi)PJ
i-1 i=1

Soient alors ay, ... , an, by, ..., by 2n nombres réels strictement positifs. Posons:

N _ & N, L _ b
S_zaip et}w_g(ams iZl:ki—l)etxi

i=1 aP
P P
n P P n '
Dot : 1{ hs} Y E-E
i=1 i=1 ST) S
1\ P
1 n E n b
En multipliant tout par S, il vient: | SP + qu > (ai +q)
i=1 i=1

Puis en extrayant les racine p*™ des deux membres, (lafonction u > uB étant croissantecar p> 1) :

@&pf) {quf g (i(% +|q)pf)

i=1

Cas particulier : s p=2 on récupérel'inégalité triangulaire: |ja+ b|| < |[a]| + ||bl|

Fonctions convexes
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AUTRE DEMONSTRATION DE L'INEGALITE DE MINKOWSKI A L'AIDE D'UN THEOREME SUR
LA CONVEXITE DES FONCTIONS POSITIVEMENT HOMOGENES

Définition
Soit E un espace vectoridl sur R et £ : E— R une application.
On dit que f est positivement homogene s :

(Vx € E), (VA € RY) : FOX) = LF(X)

n

Yo
Exemple: f: R" — R, X=(Xg, ory %) (ZMPJ est positivement homogeéne, Vp € ]O ; +oo].
i=1

Théoréme

Soit E un espace vectoriel sur R et f : E— R une application positivement homogéne.
1) foonvexesur E < Vx,ye E f(x+Yy) < f(X) + f(y)

2) Deplus,s f=0sur E:

foonvexe sur E < B={xe E|f(X) <1} convexe

Démonstration :

1) = : Soient x, y € E. Comme f est convexe, on a:

f(3x+3y) < 2500+ S 50)
Et comme f est positivement homogene, il vient :
fx+y) < f(q) + f(y)
<:Soientx,ye E,eth,ue[0; 1] tedlsquer + pn=1
Par hypothése, on a: FOX+ py) < fOX) + f(uy)
Et comme f est positivement homogene: f(AX + uy) < Af(X) + uf(y)
Donc f est convexe sur E
2)=>:Soientx,yeB,eth, ue[0; 1] telsquer + p=1
Par hypothése, on a: FOX+ py) < Af(X) + pnf(y)
Et commex,y € B: fOX+py) <A+p<1
Donc Ax + py € B, donc B est convexe.
Notons que la démonstration ci-dessus n' utilise pas|'homogénéité de f.
< Soient x, y € E. Il suffit, d'aprés 1) de montrer que f(X +Y) < f(X) + f(y)
Soient o, € 1f(X) ; +oof e B € ]f(y) ; +oo[. Ainsi, on a:
@ <ls« % <1

(04
C'est-a-dire, f é&ant homogene: f (1) <let f(%) <1
(04
Donc, X & % sont ééments de B. Ce dernier étant convexe, ona: VA, €[0; 1] telsqueA +p=1:
(04
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y
A—+u= e€B,
o “B
En particulier, en choisissant A = eu= P , il vient :
o+p o+p
X + y €

a+B a+P
Autrement dit, f éant positivement homogene: f(x+Vy) < o+ 3
En passant alalimite (lorsque o tend vers f(x) et lorsque B tend vers f(y)), il vient :
fx+y)<oa+p
Clest-a-dire f(x +y) < f(X) + f(y) et daprés 1), f est convexe sur E.

Démonstration del'inégalité de Minkowski :
i VK
On considérel'application: f: R — R, X= (X, ..., Xn) > (ZMPJ oup e [1; +ool.

i=1

Dé&a, Commep = 1, fP est convexe:
Considérons, pour tout i € [1; n] lesfonctions suivantes:

g:R SR, X=Xy ooy X0) F> X € iR >R, x > P
Les fonctions h; sont convexes sur R, (puisque dérivables sur R, lorsque p > 1 et h'(x) = px° ~ * avec h'
croissante sur [0 ; +oo[ avec le prolongement h'(0) = 0). Par parité, on en déduit que les fonctions h; sont
convexes sur R.
On en déduit que les fonctions g, sont convexes sur R" - V(X y) € R" x [Rn, V(L p) € [0 ; 1]? tels que

L+p=10na: gx+uy) = x + pyil’ = hi(Ax + py;) < Ahi(x) + phi(yi) = 2g(x) + pa(y).

Donc, d'aprés le théoréme (assertion 2 =) appliquéa f° qui est convexe, I'ensemble By ={x e E| fP(x) < 1}
est convexe.
Or, fP(X) <1 < f(x) <1 donc B,={x e E|f(x) < 1}. Cedernier é&ant convexe, on en déduit d'aprés|e
théoreme (assertion 2 <) que f est convexe d'oul (théoréme assertion 1 =) :

vy e R f(x+y) < 0+ £(Y)

Ce qui sécrit encore (en notant X = (Xg, ..., Xn) & Y= (Y1, .0y ¥n)) :

2 ) @w’]iﬁ @m"f
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