EXERCICES SUR LES GROUPES FINIS

Exercice 1 Théoréme de Lagrange et conséquences
1. Démontrer le théoréme de Lagrange :
Soient G un groupe d'ordre fini et H un sous-groupe de G. L'ordre de H divise I'ordre de G.
2. Endéduireles corollaires suivants:
a) Danstout groupe G d'ordre fini, I'ordre d'un éément a divise I'ordre de G.
b) Si G est ungroupe dordren, alors, pour tout adansG, ona: a' = 1.
¢) Tout groupe d'ordre un nombre premier est cyclique.
3. Applications:
a) ThéorémedEuler :
On note ¢(n) = Card{m O [1, n] tel que (m, n) = 1}
Soit n un entier supérieur ou égal 32. Soitad Z* que (a, n) = 1. Alors: a*™ = 1[n]
b) Petit théoréme de Fermat :
Soit p un nombre premier.
i) PourtoutaOZ telque(ap)=1: a  =1[p|

i) PourtoutadZ, ona: a’=alp]

Exercice 2 Groupes cycliques

Soit G un groupe cyclique fini.
1. Démontrer que G est isomorphe a %Z avecmON".

2. Démontrer que tout sous-groupe de G est encore cyclique.

3. Démontrer que pour tout diviseur d de l'ordre de G, il existe un unique sous-groupe H de G d'ordre d.

Exercice 3 Théoréme de Cayley

Le but de cet exercice est de démontrer que tout groupe fini G d'ordre n est isomorphe & un sous-groupe de
Bij(G) (groupe des hijections de G dans [ui méme)

1. Soit g 0 G. On considere I'application suivante :

q)g:G - G
X gx

Démontrer que ¢4 est bijective.
2. On considere maintenant |'application 6 suivante :
6:G - Bij (G)
g > 6
Démontrer que 6 est un morphisme de groupes.

Démontrer que 6 est injectif et conclure.
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Exercice 4 Groupe Diédral
Soit n un entier supérieur ou égal a 3.
On se propose de déterminer I'ensemble G des isométries (du plan) préservant les sommets d'un n-gone.
Soient O le centre du n-gone, A, I'un de ses sommets et g un élément de G.
On note Ag, Ay, ... A1 les sommets du n-gone, dans cet ordre.
On note sla symétrie d'axe (OAy) et r; larotation de centre O qui envoie Agen A. (0 <i<n-1)
1. Démontrer que G est un groupe dont I'ordre divise n!.
2. a) On suppose dans cette question de g(Ag) = Ao. Que peut-on direde g ?
b) On suppose dans cette questionde g(Ag) =A. (L <i<n-1)
Démontrer que : g=r OU g=r,0s
c) Endéduireque: G=<r,s> our=r;
Préciser I'ordre de G.
3. Compositionsd'élémentsde G :

a) Démontrer que: sorosor=1d

b) Démontrer que : 0i,j oo, n—1]2, (foso(fog=r"]

Exercice 5 Formule des classes - Applications aux p-groupes

Soit G un groupefini.

On appelle centre de G I'ensemble : Z(G)={x0G|OydG,xy=yx}
1. Démontrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G.

2. Onfait opérer G sur lui méme par conjugaison :

GxG -G
9X) Fg.x=gxg"
On note pour tout xde G : S={g0G|g.x=x} (stabilisateur de x)
Démontrer laformule des classes suivante :
Card(G)
Card(G) = Card(Z(G)) + —_—
©) (2(G)) ZCard(sx)

xdrl’
Ou I' est une partie de G contenant exactement un représentant non central de chaque classe de conjugaison.
3. Applications aux p-groupes. (Groupes d'ordre p®, ol p premier et o O N°)
a) Démontrer que le centre d'un p-groupe est non trivial. (C'est-a-dire non réduit al'élément neutre)

b) Démontrer que pour a = 2 les p-groupes sont abéliens.

Exercices sur les groupesfinis Page 2 G. COSTANTINI



EXERCICES SUR LES GROUPES FINIS : SOLUTIONS

Exercice 1
1. Notons multiplicativement laloi de G.
Définissons, sur G, une relation R par :
O y) 0G%, (xRy < XyOH)

a Montrons gue R est une relation d'équivalence :
e X™=10H doncx R x, R et réflexive.

H sousgroupe

e« XRy « XyOH < (X%'OH < yXOH = yRXx doncR est symétrique.
« XRyetyR2 = (XyOH et y'zOH) = (X'yy'z=x"zOH) = (xR 2), R est transitive.

Donc R est bien une relation d'équivalence.
La classe d'équivalence d'un élément a de G est, par définition :
{yOG|aRy} ={yOG|a'yOH} ={yOG|hOH,a'y=h} ={yO0G|ChOH,y=ah} =aH

Cet ensemble est appelé classe a gauche (de a) modulo H.

b. Montrons que toutes |es classes a gauche ont [H| é éments:

Pour cela, on considere, pour tout a 0 G, I'application

$a:H —aH
h > ah

e ah) =da(h) = ah;=ah, = h;=h,, donc ¢, est injective.
 [OyDOaH, ChOH tel quey=ahdonc ¢, est surjective.
¢, étant bijective, on déduit :

Oa0OG, |aH|=|H]|

c. Montrons que toutes les classes a gauche sont disointes :

Considérons deux classes aH et bH (a et b dans G) et supposonsaH n bH # 1.
Soitg 0 aH n bH. Alors:
ChOHtel gueg=ah et [h'0OH tel queg=bh'

Onaadlors: ah =bh'
a=bhh?
Tout élément ah" de aH sécrit donc : bh'hh"

Or, h*h™h" O H, donc tout élément ah" de aH est aussi éément de bH, d'ol ;

aH O bH
On montre, de méme: bH O aH
Onadonc: aH =bH

Ceci prouve que les classes a gauches sont digointes.
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d.

Remarque : on pouvait affirmer ce résultat directement car les classes d'équivalences forment une partition
deG.
Concluons::

En notant m le nombre de classes a gauches, on adonc :

n=1
m m

Dol IGl= D [a.H|= D _|H|=mH]
n=1 n=1

L'ordre du sous-groupe H divise donc I'ordre du groupe G.

Notons que cette démonstration peut se faire aussi en raisonnant sur les classes a droite Ha et, qu'en cas de

groupe commuitatif, les classes & gauche et adroite coincident (aH = Ha).

2. Preuvedescorollaires:

a) Comme G est fini d'ordre n, le sous-groupe < a > est aussi fini d'ordre m. On applique alors le théoréme
de Lagrange au sous groupe < a > pour obtenir : m| n.
b) Soit ml'ordrea. (Onadonc: a™ = 1). On sait que mdivisen : n = km. Donca” = (a™" = 1.
¢) Soit G un groupe d'ordre un nombre premier p. Soit a # 1 dans G. Notonsmson ordre (m> 1 car a # 1).
Comme mdivise p, on anécessarement m=pdonc G=<a>.
3. a) Puisqueaest premier avecn, ona: ald (% Z)D (groupe multiplicatif d'ordre ¢(n))
Notonsd l'ordrede a . D'aprés|le corollaire 2.a) du théoréme de Lagrange : d divise ¢(n).
Doncil existek O N tel que: d(n) = kd
Diou: a*™= (@)= 1 (Egalitedans (Z/ )
Donc a*™ =1[n]
b) Comme (a, p) = 1, le théoréme d'Euler permet d'affirmer : at®=1 [p]
Et comme p est premier, d(p) =p - 1, doti: a” =1 [p]
Ce qui prouve le premier point. Pour e second :
« si(a p)=1,aorsil suffit de multiplier I'égalité ci-dessus par a pour obtenir : a” = a [p]
« si(ap)#1,aorspdivisea Donca et a” sont des multiplesde p, donc: a” =a=0[p]
On adonc bien : OaOZ a =alp]
Exercice 2

1. Comme G est cyclique, il est delaforme:
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G={a',n07Z} oualG (asappelleun générateur de G)
Montrons que si G et fini, alors G est isomorphe a %Z pour mO N’

Pour cela, on considére I'application :

q)a:Z -G
ni—a'

e Im(d,) = G donc ¢, est surjectif. (Car G est cyclique engendré par a)

n

o dun+n)=a"" =a"xa" = §,(n) x dpa(n’) donc ¢, est un mor phisme de groupes.
On sait que le noyau d'un morphisme de groupe est un sous-groupe, donc :
Ker(¢,) ={n0Z|a" =1} est un sous-groupe de Z
Par conséquent, il exissem O N tel que: Ker(dpy) =mZ
Deux cas se présentent alors :
m=0:etaorsKer(¢,) ={0}, ¢, est injective et donc bijective. Donc G est infini et isomorphea(Z, +). Ce
qui n'est pas le cas, par hypothése.
mO N’ : dans ce cas, ¢, n'est pasinjective. Mais :
d(N)=0,(n) = a"=a" = a" "=1 = n-nOKe(¢)) = n-nOMZ = n=n'[m]

$o(n) ne dépend donc que de laclasse N de n modulo m.
Définissons alors:

bt Yker(o,) = 7z — ©

na

Ainsi, ce nouveau morphisme ¢, est injectif (puisque §,(N) = $,(N') = N=N") et surjectif.
i YA
Donc G est isomorphe a qu .

On dit que I'on a factorisé le morphisme ¢ :

Z L G

T
n

L'entier mO N’ vérifiedonc a™ = 1 et c'est le plus petit. (En effet : &= 1 = k O Ker(¢o) = k 0 m2)
Cet entier msappellel'ordre del'élément a.

2. Soit H un sous-groupe de G. Soit a un générateur de G.
Posons d=min{nO N’ |a"OH}

(Cet entier d existe bien car G = < a" > et tout ensemble non vide de N admet un plus petit éément)
On aévidemment a° 0 H et par conséquent < a’ > [ H.
Réciproguement, montrons que H 0 < a’>:

Soith O H. Alors, il exissen ON", n > d, tel que: h=a"
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Effectuons la division euclidienneden par d :

g, r)ON x[0,d-1], n=qd+r

Alors: h=a"=a®""=(a)%a
Or, commeh O H eta O H (et donc (@0 H) on a:
alH

Et commer O [0, d - 1], ladéfinition de d implique: r = 0.

Donc h = (a%". Autrement dit, h 0 < a® >. On en déduit : H 0 < a” >. Donc H est cyclique.
3. Soit a un générateur de G.

Soit d undiviseur dem: [ O N, m=dq.

NotonsH = < a% > et montrons que H est d'ordre d :

Il est clair que: (%) = a™ = a™ = 1. Ce qui prouve déja que d divise I'ordre de a®.

Sil existe d' < d tel que (a%)* = 1 alors, qd' serait multiple de m = dq (puisque a est d'ordre m car générateur

de G). Donc d' serait multiple de d. Absurde car d' < d.

Ceci prouve que l'ordre de a%est bien d.

Donc H est bien d'ordre d.

Montrons |'unicité :

Soit H' un sous-groupe cyclique de G d'ordre d.

Donc H' est engendré par un certain é ément qui seralui méme une certaine puissance du générateur a de G.

On peut donc écrire : H=<a’> avecq ON
Et commeH' est dordred : dg' multipledem =dq
Donc: g multipledeq
Cequi prouve: H' OH

Et comme les ordres sont égauix : H =H

Exercice 3 Théoréme de Cayley

1. Comme G est fini, il suffit de prouver l'injectivité.

Soient x et y dans G telsque : dg(X) = dg(y)
gx=gy
Comme G est un groupe, g existe. En multipliant & gauche par g™, on obient bien :
X=y

Donc ¢gest injective et, par suite, bijective.
2. Soientget g deux éémentsde G. Ona:
Ox O G, 8(99)(X) = ¢gg(X) = 9g% = dg(g'X) = dg 0 ¢(x) = 6(g) 0 8(g')(X)
Dol : 6(99’) = 6(9) 0 8(9)
Ce qui prouve que que 8 est un morphisme de groupes.
Montrons que 8 est injectif :

Soient g et g' dans G tels que:: 0(g) = 6(g)
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Alors: Ox O G, 6(9)(x) = 8(g)(X)

Cest-a-dire: By = dg(X)
gx=g'x
Et en multipliant & droite par X * : g=¢

Ce qui prouve l'injectivité du morphisme 6.

On sait que I'image Im(8) du morphisme 6 est un sous-groupe de Bij(G).

On adonc un isomorphisme entre G et un sous-groupe de Bij(G).

Exercice 4 GroupeDiédral

1) Il est clair que G est un sous-groupe du groupe symétrique S,. D'aprés le théoréme de Lagrange, on peut

affirmer que I'ordre de G divise n'!

2) a

b)

0)

3) 8

b)

g possede dga deux pointsfixes. Il y a évidemment A,. Mais également O. En effet, comme g est affine,
elle conserve le barycentre d'une famille de points. Donc g(O) = O.

(Car O est I'isobarycentre de A, Ay, ... An-1)

En conséquence, g fixe ladroite (A,O). (Puisque cette droite est I'ensemble des barycentres de Aq et O)

On en déduit : g=soug=Id
Ona: o g(A) = 1 (A) = Ao,
Et daprésa) : r‘fog=sou rtog=1Id
D'ou: g=r,0soug=r,

De plus, ces deux isométries sont bien distinctes puisgue I'on a, par exemple :
ri 0S(A1) =ri(Av-1) = Acap €t ri(A) = A

Or,i =1=i+1[n] entrdine, 2=0[n] cequi est exclucar n > 3. Donc r; 0 (A7) # ri(A).
D'aprésles questions @) et b), on a examiné toutes |es possibilités de transformation du point A,.
(A chague image possible de A, correspond deux isométries distinctes).
On alaliste desisométries suivantes :

Id, rq, ro oo , Fpe1, 110S, 1208, ...,I-10S
Ennotantr =r4, onabien: G=<r,s>
L'ordredeGest2n. (Et:|<r>|=n,|<s>|=2)
rosor(Ag) =r os(A;) =r(An-1) = Ao

Donc, d'aprés 2)a) : rosor=Ild ourosor=s
Or: rosor(A) =ros(Ay) =r(An2) =A,1. Doncrosor # Id.
D'ou: rosor=s

sorosor=Id
(Onaaussi:rosoros=1d)
Utilisonst 0 s=sor. (D'aprés 3)a))

(fos)o("os)=r'osoro..oros=rososor?=r"!
—_—

j fois
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[lustration des axes de symétries dans les casimpairs et pairs :

Exercice 5 Formule des classes - Applications
1. On peut le prouver "alamain" ou de la maniére savante suivante :

Soit i:G — Aut(G)
g ig:G - G
X > gxg*

On vérifie quei est un morphisme de groupe dont le noyau est Z(G), ce qui prouve le résultat.

2. Puisque les orbites sous G forment une partition de X, on a:

Card(X) = > Card(G. )
bl

Ou | est une partie de G contenant exactement un représentant de chaque orbite.

En outre, on sait que : %X et Orbg(x) sont isomor phes

(I suffit pour prouver cela de factoriser I'application d'orbite g > g . X via son noyau qui est S,)

Donc: Card(G.x) = %((;))
o - _ \ Card(G)

D'ou: Card(X) = —_— (Formule des classes)
%‘4 Card(S,)

Dansle casou G opére sur lui méme par conjugaison, chaque éément x du centre Z(G) définit une orbite
réduite & lui méme :

En effet, rappelons que: Orbg(X) =G .x={g.x ougd G} ={gxg™ olig G}

Onadonc: xO0Z(G) < Orbg(X) ={x}

Laformule des classes devient, en posant | =1' 0 Z(G) :

Card(G)

Card(G) = Card(Z(G)) + Y| Cad(s)

xdr'
Ou I' est une partie de G contenant exactement un représentant non central de chaque classe de conjugaison.
3. D'aprésle théoréme de Lagrange, pour tout x 0 G, Card(S) divise Card(G) = p°.
Or, si x est non central (et donc x # 1), alors Card(S,) > 1 donc Card(S) = p® avec 1 < B < a.
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Par ailleurs:
xO0Z(G) « OyOdG,xy=yx = OydG, x:yxy'1 - OydG, x=y. X « OydG, yOS « §=G

Mais comme x est non central, S, est un sous-groupe propre de G (contraposéedex 01 Z(G) = G=S)

Donc: 1<B<a

Dou: ad®) oy
Card(S,)

Onadonc: Card(Z(G)) = Card(G) [p] =0 [p]

Or, Card(Z(G)) = 1, (car Z(G) contient au moins le neutre), donc :
Card(Z(G)) =p* avecy > 1
Cequi prouve a).
Lorsgue a = 2, le raisonnement ci-dessus montre que :
Card(Z(G)) = p ou p?
Supposons Card(Z(G)) = p. Il existeadorsx O G\ Z(G).

Mais, on afacilement : S =2Zs(X) s
Or, x 0 S, = Zg(X) et Z(G) O Zg(X). ~
Donc Card(Zs(X)) > Card(Z(G)). Zs(x) @

Mais comme x [0 Zg(X) \ Z(G).

Ona: Card(Zs(X)) = p + 1.

Donc, d'aprés le théoréme de Lagrange : Card(Zs(x)) = p°.
Donc Zs(x) = G et par suite x 0 Z(G). Contradiction.
Donc Card(Z(G)) = p* et donc G est abélien d'ot b).

Remarque : cela ne fonctionnerait pas avec un groupe d'ordre p.
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