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1. Définition d'une opération d'un groupe G sur un ensemble X.

1.1. Définition
Soit G un groupe (de loi notée multiplicativement) et X un ensemble (non vide). On dit que G opére sur X si I'on
se donne un morphisme 6 du groupe G dans |e groupe des bijection Bij (X) del'ensemble X :

0:G - Bij (X)

On adonc, (B éant un morphisme de groupes) :
6(gh) = 6(g) 0 8(h)
Et en particulier : 0(1) = Idx

(1 désigne I'édément neutre de G)

1.1. (bis) Définition (Variante)

Soit G un groupe et X un ensemble (non vide).

On dit que G opére (a gauche) sur X si I'on se donne une application: ¢ :Gx X - X
9.9 —g.x

ayant les deux propriétés suivantes:

O(g, h) O G?, Ox O X, g.(h.x)=(gh).x Noter la similitude entre
1.x=X laloi . et laloi o.

Montrons que ces deux définitions sont bien équivalentes:

Supposons le morphisme 6 donné.

Posons | g. x=6(g)(X) |. Onaadors:

O(g, h) G OxOX:
g. (h.x) =6(9)(8(h)(x)) = 6(g) 0 B(h) (x) =B(gh)(x) = (gh) . x et 1.x=6(1)(x) = ldx(X) = X.
L'application ainsi construite satisfait bien les conditions de la variante.
Réciproquement, supposons ¢ donnée.
En notant, pour tout g [ G, 8(g) I'application X — X, X > g . X, on obtient un morphisme 6 de G dans Bij (X).
En effet :
Ox O X:6(gh)(x) =(gh) . x=g. (h.x) =6(g)(B(h)(x)) =6(g) o0 B(h) (X) (donc B est un morphisme)

OgOG,OxOX: 8(9)8(gH(¥) =0(1)(X) =1.x=x
D'ou: 8(g)8(g™) = Idy

Donc 8(g) U Bij (X) et 8(g) " =6(g™)
1.2. Exemples:

1. S opéresur [1,n]: S x[1,n] - [1n]

(0,X) = o.x=0(X

Onabien:
0(c,0) 082, 0x0[1,n], 0. (0.X) =0". 6(x) = 6'(6(X)) = 0" 0 0(X) = (6" 00) . X

Id.x=1d(x) =x

2. Soito 0 S, Notons< o >={a", nJ Z} le sous-groupe de S, engendré par o.

Alors <o > opéreaussi sur [1,n]:  <o>x[1,n] - [1,n]
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(@ x) > 0".x=0"(x)
Onabien: 0O(m,n)07%6™.(0".x)=c™.0"(X) =c™0"(X)) =c™00"(X) = (6™ 0 a" . x
Id.x=1d(x) =x
3. GLy(R) operesur R : Ou 0 GLA(R), Ox O R, u. x = u(x).
4. Soit E un K-espace vectoriel. Alorsle groupe K* opéresur E :

DA DK, OXOE, A . x = AX
5. Legroupe additif R opéresur C:
080R,0z0C,0.2=€°2
(Note: ici, I'dément etel que e. z= 2z n'est pas unique)

1.3. Remarques:
1. Engénéra g;. x=0,. X n'entraine pas g; = gy.

En effet, dans S, considérons o, = (1, 2) et 6, = (4, 3).

Ona: 0.(4) = 0(4) (= 4) et pourtant 01 # O».

Cependant, celaest vrai s lemorphisme0: G — Bij (X) est injectif.

2. SiHest unsousgroupede G, et si G opére sur X, alorsH opére aussi sur X (restrictionde ¢ aH x X)

2. Orbites et stabilisateurs.

Sur X, on considére larelation : X~y = [QOGtd quey=g.x
C'est une relation d'équivalence :
o Ré#lexivité:x=1.x doux~ x
*  Symétrie:
Six~y,ie@OGtd quey=g.x dorsChOGtel quex=h.y.
(Il suffit dechoisrh=g™. Eneffet, h.y=g™.y=g".g.x=(g"'g) . x=1.x=x). Doncy ~ x.
o Transtivité: Six~y ety~zaorsona:y=g.xetz=h.ydouz=h.g.x=(hg).xdoux~z

2.1. Définition
On appelle G-orbite de x (ou plus simplement orbite de x) la classe d'équivalence de x pour larelation définie ci-

dessus:
Orbg(X) ={y O X pour lesquels (g 0 Gtelsquey=g.x} ={g.x,ougOG} =G . X

Pour tout x O X, I'application

fX:G—>X
gH—>g.Xx

sappelle I'application d'orbite de x.

2.2. Exemples:
1. G=S,. Il n'y agqu'une G-orbite.
En effet, soit x 0 [1; n].

Oy O [1,n], 0o O S tellequey = a(x)
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(On peut par exemple choisir latransposition o = (X, y))
D'ou: Orbg(¥) =[1,n] =X

2. Soit ¢ [0 S,. Considérons |e sous-groupe G = < ¢ > engendré par o.

On sait que : <g>={d" \n0O7Z}.
Soitx O [1;n].
Ona: Orb.y-(X) =<0 >.x={0"(x), n O Z}.

Par exemple, dans S, choisissons o = (1, 2, 4).
Ona: 0°=(1,4,2) e o®=Id.
Onadonc: <o>={Id;(1,2,4);(1;4;2)}.
Orb.s>(1) ={1;2; 4} (= Orb.,>(2) = Orb.5>(4)) et Orb<55(3) = {3}

Il'yadonc 2 <o >-orbites.
3. G=GL,(R).

Soitx O R".
Orbgy &) (9 = GLA(R) . X

Si x=0aors Orbg_(r) (0) ={0}. (En effet, pour tout u [J GLA(R), u(0) = 0).

Six#0alors Orbg gy (X) = R \{0}. (En effet, Oy O R \ {0}, [ 0 GL(R) tel quey = u(x))

2.3. Conséguence : puisque une orbite est une classe d'équivalence, I'ensemble des orbites de X constitue une

partition de X et I'on peut écrire { orbites} = % .

2.4. Définition
On dit que I'action de G sur X est transitive si elle n'a qu'une seule orbite : Par exemple, si o est une
permutation circulaire, alors I'action
D yDX LoHG tel quey=g.x de<o>sur[1, n] est transitive.
Cest-a-dire: OxOX, G.x=X

Remarquons qu'en général, I'éément g n'est pas unique. (Voir remarque 1.3.1)

2.5. Théoréme

G opére transitivement sur X < Ox O X, I'application d'orbite f, de x est surjective.

Démonstration :

Supposons que G opére transitivement sur X.
Soit x 0 X. Montrons que f est surjective.
Soit y 0 X. Comme G opére transitivement sur X :

(JOG telque:y=g.Xx=f(Q)
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Donc f, est surjective.
Reéciproquement, si pour tout x [ X, I'application f, est surjective, dors:
OyOX, gOGte que:y=f«(g) =9g.x

Donc G opére transitivement sur X.

2.6. Définition
L'action de G sur X est dite libre (ou fidele) lorsque pour tout x O X, I'application d'orbite f, de x est injective.

2.7. Conséquence importante. Si G opeére librement sur X, alorson a:

01.X=02. X = 01 =0
(ou de maniére équivalente: g. x=x = g=1(poser g = gl_1 0> pour se ramener ala situation précédente).

Ains G sidentifieal'orbite G . x.

2.8. Définition
On dit que G opere sur X de fagon simplement transitive si, pour tout x 00 E, I'application d'orbite f, de x est
bijective: Ox,yOX,O'g0dG tel quey=g.Xx

Autrement dit, G opére sur X de fagon simplement transitive si I'action est libre et transitive.

2.9. Exemples:

1. S, opéretrangitivement sur X=[1,n] : Ox,y 0 [1, n], Do O S, tel quey = a(x).
(Latransposition o = (X, y) convient).

Remarguons que pour n = 3, I'édément g n'est pas unique.
Par exemple, aveco=(1,2) etc'=(1, 2, 3),onac(l) =o'(1) = 2)

2. GLy(R) sur R"\{0}.

3. Définition d'un espace affine : soit A un ensemble et E un espace vectoriel. On dit que A est un espace affine
(attaché & E) s le groupe (E, +) opére de facon simplement transitive sur A au moyen de |'application ¢
suivante :

b ExA - A

(U,M) > U.M=M+u
Conséquences::

Comme ¢ est une opération :
M+ Uu)+v=v.(M+ u)=v.u.M=(v+u).M=(u+v).M=M+(u+v)
M+0=0.M=M
En outre, comme ¢ opére de fagon simplement transitive :
OM,NOA 0! U DEte queN=M+ U (notation U= MN)

En particulier, pour M =N, ona: 0! uJEtel que M :M+D,etcommeM+6 =M,ona:
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M=M+U - u=
Soit O un point fixé de A. L'application ¢o : E — A, U O+ U et bijective.
Donc le choix d'un point O de A permet d'identifier E aA.

2.10. Définition
Soit x 0 X. On appelle stabilisateur de x dans G le sous-groupe S, de G défini par :

Sc={g0Gtelsqueg.x=x}

S, sappelle encore le groupe d'isotropie de x dans G.

2.11. Remarque : S, est un bien un sous groupe de G :

e 10Spuisgquel.x=x

e Sig hOSidors(gh).x=g.h.x=g.x=xdoncghS,.

e SigOSaorsg.x=x.Onadonc g*.x=g".g.x=1.x=xdoncg™ OS.

2.12. Exemples:
1. Ledabilisateur S, de2 danslegroupe S, et S, ={Id; (1,3);(1,4);(3,4);(1,3,4); (1, 4, 3)}.
2. Plusgénéraement, dans S, le stabilisateur denest S,-;.

Cas particulier : s x 0 X est tel que S, =G aors, pour tout g 0 G, onag . x = X. On dit aors que x est un point
fixe pour |'opération de G sur X. (C'est lecasde 0 O R pour GL(R))

Rappels:
Deux éléments x et y d'un groupe G sont dits conjugués sil existe g 0 G tel quey = ig(x) = gxg .
Plus généralement, deux sous-groupes G, et G, de G sont conjugués sil existe g 0 G tel que G, = iy(G1) = gG1g™

(celasignifie que [y 0 G tel que Oh 0 Gy, ghg™ 0 Gy)

2.13. Proposition
yOOrbg(X) = S et S sont conjugués

Démonstration :

Soit y 0 Orbg(X), donc : (g O0Gte quey=g.x

SoithOS: h.y=y.

Donc: (hg) . x=g.x

D'ou: g'thgOS.

Bilan: b OGtedqueChOS, ghgOS, donc S, et S, sont conjugués.

Onadonc S, =gSg " etcommey=g.x,0na: S, x=9Sg ™
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3. Groupe opérant sur lui méme

Dans les cas d'étude suivants, on a G = X.

3.1. G opére sur lui méme par trand ation a gauche

GxG -G
(9.¥) = g.x=9x

On obtient bien une opération (1. x=1x=xetg. (h.x) =g. (hx) = ghx=(gh) . X)

Comme G est un groupe, 0x, y 0 G, 0! g O G tel quey = gx (on choisit g = yx™)

Il n'y adonc qu'une seule G-orbite (G lui méme). L'opération est donc simplement transitive.
Drautre part, pour tout x 0 G,onaS,={g 0 Gtelsquegx =x}.

Or, gx = x équivaut ag = 1. Donc le stabilisateur S, de tout € ément x est réduit a{1}.

3.2. G opere sur lui méme par trandation a droite

GxG -G
(@, X) = g.x=xg"

Remarque : pourquoi ne pas avoir chois g . x = xg ? Car, cela ne définit pas d'opération :
g.(h.x)=g. (xh) =xhg =(hg) . x et non (gh) . x
Tandis qu'en choisissant g . x = xg ™, on définit bien une opération :
1.x=x1"=xet g.(h.x)=g.(xh ™) =xh"g™" =x(gh)™=(gh) . x
Comme G est un groupe, [x, y 0 G, 0! g 0 G tel quey =xg* (on choisit g% = x 'y clest-&-dire g = y ')
I n'y adonc qu'une seule G-orbite (G lui méme). L'opération est donc simplement transitive.
D'autre part, pour tout x 0 G, onaS,={g [ Gtelsquexg ™ = x}.
Or, xg™' = x équivaut ag ™" = 1 c'est-&-dire g = 1. Donc le stabilisateur S, de tout éément x est réduit a{1}.
3.3. G opére sur lui méme par conjugaison (ou automorphisme intérieur)
GxG -G
9X) P g.x=gxg"
On obtient bien une opération (1. x=1x1""=xetg. (h.x) =g. (hxh™) = ghxh g™ = (gh)x(gh) ™ = (gh) . X)
Orbg(X) ={y 0 G pour lesquels [y O G tel quey = gxg ™} = GxG™*

(C'est ce qu'on appelle la classe de conjugaison de x)

D'autre part, pour tout x 1 G, on a:

S.={g0Gtelsquegxg ™’ =x} ={g 0 Gtelsque gx = xg} = Zs(x) = centralisateur de x dans G.

3.4. Théoréme de Cayley

Tout groupe fini G d'ordre n est isomorphe a un sous-groupe de S,..

Démonstration :

On fait opérer G sur lui méme par trandation a gauche :

$:GxG - G
(9,X) = g.x=0x
On avu (3.2.) que cette opération est smplement transitive.
Or, pour tout g 00 G, I'application : 8(0):G - G
X g.X

est un endomorphisme de G (1.1.)
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Et I'application : 0:G - BIj(G)
g — 6(9)
estinjective. (Car : 8(gy) = 6(g2) = Ox U G, 8(g)(x) =8(Q)(X) = GX=0X = 01= Q)

En conséquence, G est isomorphe a lm(0), c'est-&-dire a un sous groupe de Bij(G) OS..

4. Formule des classes

Dans ce paragraphe, on suppose que X est de cardinal fini.
4.1. Factorisation de I'application d'orbite

Soit x 0 X. L'application d'orbite fx:G - X
gH—g.x

n'est pasinjective en général.
Cependant, on a:
IO =8 = - X=X = (02'0:1.x=%) = g'%0S
Définissonslarelation R, sur G par : o Rg = gglngS(
On vérifie que R, est une relation d'équivalence sur G (car le stabilisateur S, est un sous-groupe de G)

On peut donc définir I'application f, du groupe quotient % (que I'on notera encore Cy ) dans X par :
x Sy

TX:%X—>X

gkH—>g.x

Cette application est bien définie:
En effet, s g; et g, sont des élémentsde @, alors:

9,01 0S = 95'01 . X=X = G1.X=02. X = f,(31) = f(G)
On peut donc bien poser f, (T) = f.(g) ol g est un représentant quelconque de @ .
Deplus, f, estuninjective.
En effet :

()= (82) > %.X=.X=>nR % =>0=0,

Donc f, induit un isomorphisme de %X surlm(f, ) =Orbg(x) =G . x.

Donc: G/ et Orbg(X) sont isomor phes
/sx 6(¥) p

4.2. Formule des classes

Puisgue les orbites sous G forment une partition de X, on a:

Card(X) = ) Card(G . x)
X0l

Ou | est une partie de G contenant exactement un représentant de chaque orbite.

Mais, d'aprés4.1., pour tout x 0 G ;

Card(G.x) = %{3
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. _ Card(G)
Onadonc: Card(X) = —_—
%: Card(S,)

Etudions des cas particuliers:

4.2.a. Formule des classes dans |e cas ou G opére sur lui-méme par conjugaison :

Dans ce cas |, chaque élément x du centre Z(G) définit une orbite réduite alui méme:
En effet, rappelonsque:  Orbg(x) =G .x={g.x oug G} ={gxg" olig G}
Onadonc: xO0Z(G) < Orbg(x) ={x}
Par ailleurs:
xO0Z(G) « OyOG,xy=yx « OyOdG, x=yxy* « OyOdG, x=y.x « OyOdG, yOS - S=G

Le formule des classes devient, en posant | =1' 00 Z(G) :

_ Card(G) Card(G)
Card(G) = +
XDZZ(G) Card(S,) %:, Card(S,)

Et comme pour x [0 Z(G), on a: Card(G) =Card(S)) :

Card(G)

Card(G) = Card(Z(G)) + Y| Cads)

xdlr'

4.2.b. Formule des classes dans |e cas ou G est un p-groupe opérant sur un ensemble X

Soit p un nombre premier. On appelle p-groupe tout groupe d'ordre p® otia O N,
Soit G un p-groupe d'ordre p°.
Définissons I'ensemble X° des points fixes de X par I'opération de G :

Xe={xOX|OgOG,g.x=x OX
Commedans4.2.a,0na:

xOX® o G.x={x} « S=G

Par contraposition : xOX® < S estunsous-groupe strict de G
Laformule des classes devient :

Card(G)

Card(X) = Card(X®) + ZW(SX)

xdlr'

Donc, d'aprés le théoréme de Lagrange, S, est dordre p® avec p 0 [1, a - 1].

En conséquence, pour tout x O 1" : %((SXG)) =0[p]

D'ou: Card(X) = Card(X®) [p]
Conséquences :

1) Le centre d'un p-groupe est non trivial.

2) Tous les groupes d'ordre p® sont abéliens.

Démonstration :

On fait opérer G sur lui-méme par conjugaison :

Danscecas: X¢=G®=Z(G)
Onadonc: Card(Z(G)) = Card(G) [p] =0 [p]

Or, Card(Z(G)) = 1, (car Z(G) contient au moins le neutre), donc :

Cad(Z(G))=p'avecl<y<a
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Cequi prouve 1).

Danslecasou a = 2, le raisonnement ci-dessus montre que :
Card(Z(G)) = p ou p?

Supposons Card(Z(G)) = p. Il existeadorsx 0 G\ Z(G).

Maisd'aprés 3.3. : S=Zs(¥) .

Or, x O S =Zs(x) et Z(G) 0 Zs(X). -
Donc Card(Zs(x)) > Card(Z(G)). Zs(¥) @
Mais comme x 0 Zg(X) \ Z(G).

Ona: Card(Zs(X) = p + 1.

Donc, d'aprés le théoréme de Lagrange : Card(Zs(X)) = p°.
Donc Zg(X) = G et par suite x 0 Z(G). Contradiction.
Donc Card(Z(G)) = p* et donc G est abélien d'ol 2).

Remarque : cela ne fonctionnerait pas avec un groupe d'ordre p°.
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