ETUDE DE SUITES NUMERIQUES DEFINIES PAR DIFFERENTS TYPES DE RECURRENCE
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1. Suites du type uns1 = f(uy)

Contexte:
| est un intervalle non vide et non réduit a un paint.
f est une application del dans R.

On étudie les propriétés de la suite (up) "définie” par : {uo el

VneN, Unyr :f(un)

On a bien dit "définie" (entre guillemets) car il se peut justement qu'une telle suite ne soit plus définie a partir

d'un certain rang. Donnons tout de suite un tel exemple pathol ogique :

_8
=80
u
u — n
n+1 3- 2un
Oncaculealors: ul:ﬂ ;uzzg ;u3=§
26 8 2

A partir de n = 4, cette suite n'est plus définie!

Pour construire un tel exemple, rien
de plus smple ! On cacule les
antécédents successifs, par f, duny
appartenant alm £\ Dy. (Ici, y = 3/2)
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1.1. Limite éventuelle

1.1. Théoréme Limite éventuelle

Dit smplement :
fihHcl Dansles conditionsad hoc, s (un)
Si < f continuesur | , aors f(¢) =/ converge, ¢’ est nécessairement vers|’un
Uyl €l des pointsfixes de /.

Démonstration :

Comme f(I) < I, lasuite (u,) est bien définie et :
vn e N, Uy = f(uy)

Comme (u,) converge vers ¢ et que f est continueen ¢/ € |, un passage a lalimite dans |’ égalité ci-dessus
donne:

= f(0)

1.2. Monotonie de la suite (up)

1.2.1. Théoréme

, aors(u,) est monotone.

Si{ fihHcl

f strictement croissante sur |

Plus précisément :
Up < f(up) = (uy) Strictement croissante

On aun théoréme analogue en
remplacant |a stricte monotonie par |1g
Uo = f(U) = (un) constante monotonie au senslarge.

U > f(ug) = (uy) strictement décroissante

Démonstration :

Lacondition f(I) = | assure que la suite (u,) est bien définie.

Digtinguons trois cas : yA N
1) u=u
Par récurrencefacile, il vient alors: vne N, uy=Ug
Donc la suite (uy,) est constante.
2) u> U ! |
Considérons la propriété : ©(N) I Une1 > Uy a7
e Ona p(0) par hypothese. |
e Montronsque, pour toutne N: p(n) = @+ 1)
Soit n € N. Supposons g (n) : Uns1 > Uy |
o} Ug ug | Vi Vo
Comme f est strictement croissante sur | : Ci-dessus, / et srictement croissante ar |
J(Uns1) > f(un) (mais pas forcément continue).
Uneo > Uneg Lasuite (un) est croissante (U < f(Uo))
D'oi go(n . 1). Lasuite (v») est décroissante (Vo > f(Vo))

Ona: PO e (vneN, ph) = p{h+1)
D'apreés le principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

vne N, p(n)

Suites définies par différents types de récurrence Page 2 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

La suite (un) est donc strictement croissante.
3) up<ug
Méme raisonnement qu'en 2) pour obtenir : (u,) strictement décroissante.

Danstous les cas, on a bien la monotonie de la suite (uy).

1.2.2. Théoréme
f()cl

. , aors(u,) est monotone.
X > f(X) — x garde un signe constant sur |

Plus précisément :
(Vx e l, f(X) — x = 0) = (un) croissante

(vx e |, f(xX) — x < 0) = (u,) décroissante

Démonstration : yA

Lacondition f(I) = | assure que la suite (u,) est bien définie.

Supposons : vxel, fx)-x=0
Comme: vne N, u, €l
Ona: vne N, f(u)—u, =0 !

Yne N, Uyt = Uy

Donc (un) est croissante.

Deméme, s I'on suppose : vxel, fx)—x<0
On obtient : (uy,) décroissante. o) Uo [ U X
Ci-dessus, f — Id est positif
(mais pas forcément continue).
Lasuite (un) est croissante
EX;.mM : Remarque: s | est fermé, il y a nécessairement
Etudier le sens de variation puis la convergence de la suite définie par : un point fixe en une de ses bornes.
UO (S R
1+u2 y 4
Upyr = 2 Cs
A
On introduit : fiR—>R
T Y S
X =
Recherche des éventuels points fixesde f :
fX)=x & x¥*-2x+1=0 < x=1
b
On remarque que R est stable par f. g
Deplus: vxeR, f(X) -x=(x-12>0
Donc, d'apres 1.2.2., pour tout Up € R, la suite (u,) est croissante. © ! to X
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Pour la convergence, on distingue quatre cas :
o U €0, 1] : lasuite(u,) est croissante e majorée (en effet, ona f([0, 1[) = [0, [ d'ou: Vne N,0 < u,<1)

Donc (u,) converge versle point fixe de f, asavair 1.

o Uy=1:lasuite(u,) est constante.
o Uy>1:adors, (U, éant croissante, ona: Vvne N,u,>1
La suite (uy) ne peut donc pas converger vers 1. Donc elle diverge (vers +o).

o Uy<0:aors u; € R, etonappliquel’un destrois cas précédents a u;. On obtient :
Ug € -0, =1 = up €11, +o[ = (uy) diverge vers+wo
b=-1=w=1= vneN,u,=1
Wwel-1,0 = u €0, 1] = (u, convergeversl

Conclusion : (uy) convergeversl < u € [-1, 1]

Exemple 2 : suitesde Héron
Ondonneac R’ etpe NN[2, +oof.
Uy €]0, +oof

On considére la suite (u,) définie par :

p
n

vneN, u,,, =i{(p—1)un +il}
p u

Précisons, avant toute chose queclairement:  vVne N, u, >0
Donc la suite (u,) est bien définie.

On introduit : fp:10, +oo[ —]0, +oof
X = i{(p—l)x+il}
p xP
Recherche des éventuels points fixes de f, :

X =x < (p—-Dx+ %sz < xP=a
X

Et commea>0: fp(x)zxc>x=f/5

Etudions les variations de f,, :

fp09=Ptialb 2 Polfy 2
p pxP p

o020 1-—>0 ¥ >a

Et commea > 0, par croissancedet Yt sur [O, +oo] :
fp(¥) =0 < x >{a

D’ou le tableau de variations de fp, :

Suites définies par différents types de récurrence Page 4 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Signede f 'p - 0 +

VariationSdefP \ /
Ya

fp atteint son minimum

en son point fixe.

Donc f, est croissante sur | = [% , ++oo[.

On constate, de plus, que | est stable par fp.
En effet, puisque f est croissante sur | et que Yaestun point fixede f on a:
xel =x=¥a = /¥ =f¥a) = f0 = Ya= fx el
Du théoreme 1.2.1., on déduit d§a que (u,) est monotone.
Deplus: fo(¥)—x=a- x°
Donc, pour x € | : fo¥)-x<0
Du théoreme 1.2.2., on déduit la décroissance de (u,) deslorsque up € I.
Bilan : lorsque up € [¥a , +oo[, (uy) est décroissante et minorée par ¥a , donc converge vers Ya .

Maintenant, si Up € ]0, ¥a[ aorsil suffit de constater que u; € [Ya , +oo et d'aprés ce qui

converge encore vers ¥a .
En particulier (p=a=2), lasuite définie par :

UO 6]0, +OO[

vneN, u,,, =%(un +u£j
n

converge vers V2. (Cet algorithme était déa connu des Babyloniens)

précede, (un)

1.2.3. Théoréme
f(l)cl

L , aors (up) et (Uzny1) SONt monotones de sens contraire.
f décroissante sur |

Plus précisément :
Up < f 0 f(up) = (upn) Croissante et (Upn,1) décroissante

Up = f 0 f(uy) = (Upn) décroissante et (Upn,1) Croissante

Démongtration :

Comme f(I) < I, lacomposée f o f est bien définie sur 1.

D'apreés |e théoréme de sens de variation d'une composée, on a:
fof croissantesur |

On applique alorslethéoreme 1.2.1. a f o f.

Distinguons deux cas:

1) Up < Uy
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Alors (récurrence facile), (upp) croissante.
Mais d' autre part, f étant décroissante, I'inégalité up < u, entraine:

f(Wo) > f(u2)

=

Cest-a-dire:

D’ ol (récurrence facil€), (Uzp.1) décroissante.

2) Up = Uy

Analogue. On obtient (u,,) décroissante et (Uzp,1) Croissante.

Exemple:
U eR,
2

n+l =
1+u?

u

Evidemment, (u,) est bornée par O et 2.

On introduit : fiR—>R
2

X = 5
1+ X

Point fixede f :

f)=x & 2=x+ x> < x=1

y 4

Us

<V

Cet exercice est intéressant car
f n'est contractante sur aucun
voisnagedel et |f'(1)|=1.
Ni le théoréme du point fixe, ni
le critére de sabilité (voir ci-
dessous) ne peuvent donc
s appliquer.

Cs

Uo 1

Par ailleurs, on montre sans peine que f est décroissante sur R, stable.

D’ apréslethéoréme 1.2.3., les suites (Ugn) €t (Uzni1) SONt donc monotones de sens contraire.

Posonsg=f o f.

Ona: vxe R, gx) =

Etudionsle signede g(x) — x :

2 21+ x%)?
2 )2 1+ x°)% +4
1+ x?

-x20 < 20+ X)) - [A+X*)*+4]x =0

xV

X)-x=20 < 2+4x°+2x* -5x-2x3- X 20 & (C+x+2(x-1)°>0 < x=>1
¢

On digtingue alors deux cas:

Ug € [O, 1] .

Alors g(ug) — Up < 0, C'est-a-dire U, < Up. Toujours d apres le théoreme 1.2.3., la suite (uz,) est donc

décroissante et (Un,1) €st croissante. Comme ces suites sont bornées, elles convergent et leur limite est un point

fixede g (qui ici est unique, a savoir 1, en adaptant les calculs ci-dessus).
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Comme les suites extraites (Uzn) &t (Uan,1) ont méme limite, (u,) converge (vers 1).
Ug € [1, +oo[ :
Alors g(up) — up = 0, C'est-a-dire, u, = uo. Cette fois ci, (Upn) est croissante et (Up,.1) est décroissante. Méme

conclusion que ci-dessus.

Remarque: il arrive que g = f o0 f admette plusieurs points fixes, auquel cas (uz,) € (Uzy1) peuvent tres bien

avoir des limites différentes.

1.3. Convergence de (up)

1.3. Théoréme Paint fixe
On peut remplacer I'hypothése"f : | —> | contractante”

Soit | un intervalle fermé non vide. par"f 1 —> R contractante e telle que /(1) | *

Soit f: 1 — | une application contractante sur I.
Onrappelleque"f contractante sur | " signifie:

Alors:
3k € [0, 1, V(x,y) 1%, If(y) - F(¥)| < Ky -]

1) f admet un unique point fixe ¢ dans|.

Ug €l

converge vers /.
vneN, Uy, = f(u,)

2) Vuyp e l,lasuiteu: N — R définie par {

Démonstration :
Remarquons au préalable que, up étant dans | et | éant stable par f, lasuite (u,) est bien définie et :
vne N, u, el

Existence d'un point fixe:

Montrons, par récurrencesur n € N, lapropriété:

©(N) © Uniz — Up| < K'ug — Ul
e Onaévidemment p(0).
e Montronsquepour toutn e N, o(n) = p(n+1):

Soit n € N. Supposons ¢ (n). Alors:

f contractante p(n)
|un+2 - un+l| = |f(un+l) - f(un)l (|<C | kluml - unl < kn+l|ul - u0|
D'ol p(n+1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
vne N, () Uy — Uy < K'ug — U
Déduisons-en que (u,) est de Cauchy :
Soit e € R

Soit (p, g) € N?avecq>p = 0.
Notonsr =q—p.
Ona:

p+r-1

z U~ Y
i=p

p+r-1 p+r-1

< Y lua-uls DK -yl
i=p i=p

|uq - upl = |up+r - upl =
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prr-1 r-1
Or: z k'|u1—u0|=kp|ul—u0|2k'

i=p i=0
Et commek e [0, 1], la série géométrique de terme général k' converge et est majorée par ﬁ .

kp
D'ou: Ug— Up] S—— Jur—u
|ug — | 1—k| 1 — Uo|
kp

Et enfin, toujours parce quek < [0, 1] : — 0
1-k p—>o

En conséquence:

p
INeN,VpeN,(p=N = 1k—k|ul—u0|<s = ug— Up| <€)

Cequi prouve que la suite (uy,) est de Cauchy.

Et comme R est complet, (u,) converge.

Notons ¢ salimite. Comme | est fermé ona/ € I.

Or, f est continue en ¢ (puisgue contractante sur 1) donc, d’ aprésle théoreme 1.1. :
t=f(0)

On adonc prouvé que f admet un point fixe ¢ dans| et que (u,) converge vers /.

Unicité du point fixe:

Supposons : 0 el f(O)=re f(H=1r
Comme f est contractante sur | : F(0) = f() < K¢ -2
|0 — 0 < kl¢ -2
1-Kl-01<0
Or, k € [0, 1], donc: [lL-r1<0
=1
Remarques :

o L'hypothése "l fermé" n'est la que pour assurer ¢ e |. Si on sait d§a, par ailleurs, que ¢ € | (en pratique, on
aparfois dgacalculé / en résolvant I'équation f(¢) = ¢), cette hypothése devient inutile.
e Le théoréme du point fixe ne sapplique pas s I'on remplace I'hypothése "f contractante sur | " par
I'hypothése " f 1-lipschitzienne sur | ". Voici un contre-exemple:
| =[1, +oo] fil =1
1
X X+ =
X

Soient x et y dans| avec x <.

Comme f est croissante sur [1, +oo[, On a:

F) - FO)I < £(y) — F) <y—x+ Xx‘yy <y-x<ly-x

Cequi prouve que f est 1-lipschitzienne sur |.
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Cependant f n'a pas de point fixe sur |. (L'équation f(x) = x n'a pas de solution)

Exemple:
Etudier la convergence de la suite définie par :

Uge[-L4f A
Upg =1+ U, . ;

On introduit I’ application f définie sur [-1, +oof par :
vx e R, f(X) = v1+x

Point fixede f :

1++/5

f)=x < Vl+x=x < x=>0et X*-x-1=0 < xX=¢= 5

On montre facilement que f est dérivable sur -1, +oo[, croissante sur [—1, +oo[, puis que :
f([-1, +oo[) = [0, +oo] < [-1, +oo[
L'intervalle| = [-1, +oo[ est donc stable et la suite (uy) est bien définie.

1 1
Deplus: VXeR, |[f(Q)=—=< =

P PO S < 2
D’ aprés |’'inégalité des accroissements finis :

V(@ b) € R. x Ry, |f(b) - f(A)] < %Ib— al

Donc f est t -lipschitzienne sur 1, donc contractante sur |.
2

En outre: f(RY) =11, 4o < R+
Donc R, est stable par f.

. L. . . . L. UO S R+
D’ apres le théoreme du point fixe, la suite (u,) définie par

Uy = V1+ U,

Enfin, s up € [-1, 0] alorsu; € R, et d' aprés ce qui précede, (u,) converge encore vers o.

converge donc vers ¢.
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1.4. Stabilité d'un paint fixe

1.4.1. Définition

Soit | un intervalle fermé non vide.

Soit f: 1 — | une application admettant un point fixe s.

On dit que s est un point fixe attractif lorsqueil existe un voisinage V de stel que:

Uy eV

convergeverss.
VneN, Upyg = f(un)

YU € V, lasuiteu: N — R définie par {

Dans e cas contraire, on dit que s est un point fixe répulsif.

Evidemment, s on est dans les conditions du théoréme du point fixe (f contractante), le point fixe de f est
attractif.

1.4.2. Théoréme Critére de stabilité d'un point fixe

Soit | un intervalle fermé non vide.

Soit f: 1 — | une application de classe C' admettant un point fixes.
S |f'(9)| < 1, alorssest attractif.

Si [f'(9)] > 1, alors s est répulsif.

Dans le cas ou |f'(s)| = 1, le théoréme n'affirme rien. Les deux situations peuvent se produire (attractif ou
répulsif). 1l faut voir au cas par cas. Voir les deux exemples ci-aprés.
Démongtration :
e Supposons |f'(s)| < 1.
Alorsil existek € [0, 1] tel que[f'(9)] <k < 1.

Comme [f']| est continueen s, on a:
Vee RL,In e RI, Vxel, (k-s<n = [I[F'I-1f'(9I<e)
En particulier pour e =k — |f'(s)] € R’ :
Ine R, Vxel,(xe[s—m,s+1n] = [f'X)|<K)
PosonsV=[s—mn, s+ n]. Ains :
vx eV, |f' (9l <k

D'aprés I'inégalité des accroissements finis appliquée a f sur V :

vx eV, |f(X) - (9] < kix -
Et comme sest un point fixede f :

vx eV, |f(X) -5 < kx-g<n

Donc, f(x) € V, cequi prouve que V est stable par f.

Soitupe V et u: N —> R ladéfinie par {UOEV .
VneN, U = f(t) Onadeplus:
CommeV est stablepar f,ona: vneN, u,eV Un— 5= O(K")

5 iété i nousrenseigne sur la
Montrons, par récurrencesur n e N, lapropriéé: e qu nousTensagne su

o) Ju—9 <K'|u— 9

rapidité de convergence.
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On a évidemment p (0).

Soit n € N. Supposons g (n).

Ona: Una — 8 = [f(un) — 9]
Et commeu, € V: If(un) — 9 < Klun— 9
Et d'aprés p(n) : Klun — 8| < K™Jup — 5]
D'ol : lunia — 8 < K™uo — §|

Cequi est p(n+1).
On en déduit : vneN, p):Ju—9<Kk'u-95

Et commek € [0, 1] : (un) convergeverss

e Supposons|f'(s)|> 1.

Alorsil existek € 11, +oof tel que|[f' ()] > k> 1.

Comme [f'| est continueen s, on a:
Vee RL,In e RL, Vxel, (k-s<n = [If'I-1f' (9 <e)
En particulier pour e = |f'(g)| -k :
Ine R, Vxel, (xe[s-m,s+n] = k<|f'¥)
PosonsV=[s—mn, s+ n]. Ainsg :
vteV,|f'())=k>1
D'aprés le théoreme des accroissements finis appliquéa f sur V:

vxeV,3ce Vtd que: f(X) - f(9 =f'(c)(x-9)

Dol 1FO) = &=l x-9

Et commesestun pointfixedef: VvxeV,|f(X)—9 = kx—¢g €]

Montrons maintenant que s est un point fixe répul sif.

Autrement dit, nous devons montrer, pour tout voisinage V' de s: Cedi dit, lasuiteen
question peut trésbien

Uy eV’

ne converge pas verss. | converger versun autre
vneN, Uy = f(un)

dug € V', lasuiteu: N — R définie par {
point fixe.

Soit V' un voisinage quelconque de s.

Uy eV’

Convergeant VErss
VneN, Upyr = f(un)

Soit u: N — R une suite définie par {

(Il existe au moins unetelle suite, il suffit de choisir up = sains u est constante égale a s).
Comme u convergeverss,on a(avece =n) :
INeN,VheN,(n=2N = |uy,—9 <n)
Autrement dit : n=N= u,eV
Mais alors, dans ce cas, d'apres (*) et avec une récurrence facile, on obtient :
Jun — 8 = K" Jun - o
Mais commek € ]1, +oo[, la suite (k™) tend vers +oo. Et comme on a Supposé que (u,) convergeait vers s,
I'inégalité ci-dessus n'est possible que s uy = s, c'est-a-dire que s (u,) est stationnaire égale a s a partir d'un

certain rang.
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On aprouvé que:
(uy) convergeverss = (uy) stationnaire égale as a partir d'un certain rang
Par contraposition :
(uy) non stationnaire égaleas = (u,) Ne converge pasvers s
Reste a démontrer que pour tout voisinage V' de s, on peut trouver ug dans V' tel que (u,) soit non
stationnaire.
Or, I'ensemble E={upy € V' | AN € N, uy = s} est dénombrable tandis que V' a la puissance du continu.
Donc V' \ E est non vide, ce qui prouve ce qu'on souhaitait.
o Cas|f'(g)|=1

Dans ce cas, s peut étre attractif ou répulsif. Donnons deux exemples :

f:[0.3] = [0.%] Y g: [0, +oof —> [0, o]
X > sinx X > shx
A
y c,
A
Cs
I o ;
o] 1 n 2 Vx
2

f et gontununiquepoint fixes=0etona: f'(0)=g'(0) = 1.

0,2 _ o .
La suite u définie par to e] 2] est bien définie puisque l'intervalle [Og] est stable par f.
vneN, u,,; =sin(u,)

Comme: vXe]O,%],sinx<x
On en déduit (théoréme 2.2.) que la suite (u,) est décroissante.
En outre, (u,) est minorée (par 0) donc converge verss= 0.

Le point fixe s est donc attr actif.

Vp €10, + 0]

est bien définie puisgue l'intervalle ]0, est stable par f.
vneN, v, =sh(v,) Puisq 10, ool par f

Lasuite v définie par {

Comme: VX €]0, +oo[, sh x> x
On en déduit (théoréme 2.2.) que la suite (vy,) est croissante.
Or, le seul point fixe de g est 0 est (v,,) est a termes positifs. Donc (v;,) diverge.

Le point fixe s est donc répulsif.
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1.5. Résumé : plan d’étude d’une suite du type ups1 = f(Un)

U, R
On donne : { 0 €

VneN, Unyt :f(un)
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Up est-il connu ?

La suite (uy) est-elle bien

définie ?

trouvé

S f est croissante sur | stable:

Up < f(Up) = (uy) croissante
Up = f(Up) = (u,) constante

Uo > f(up) = (uy) décroissante

ou

Si f est décroissante sur | stable:

(Un) €t (Uzy+1) SONt Monotones de
sens contraire.
(Etudier lesignede f 0 f(xX) — X)

Dé&erminer I'ensemble des valeurs de ug

pour lesquelles la suite (u,) est bien définie.

l

Cet ensemble est-il vide ?

non

Rechercher I'ensemble

des pointsfixes de f.

l

Cet ensemble est-il vide ?

l non

Rechercher un intervallel te

que f(1) c | e f contractante sur

l pas trouvé

Rechercher un intervalle | td que f

(1) < 1, I contienne un point fixe et

sur lequel f est monotone.

(un) diverge vers +w

(un) converge
(s majorée)

ou

oui

oui
Fini.
oul (uy) diverge.
YU € I, (u,) converge.
’ non Pour ug ¢ 1, voir sil
- existe o tel que u, < .
pas trouvé

Etudier lesigne f(x) — x

sur | stable.

i

(s non majorée)

- Signe constant

‘\

Alors (u,) est monotone.

Signe non constant

Changer d'intervale

(UZn) et (U2n+;|_) ont-elles

méme limite ?

non

e

(un) converge.

(un) diverge.
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2. Autres types de récurrences

2.1. Suitesrécurrenteslinéairesd’ordrek a coefficients constants

Il s'agit des suites définies par :
Ug, Uy, ..., U3 € R (ou C)
* k-1
keN, a,...,ac1€ R (ouC) et vneN, uMk:zaiuﬂ”
i=0
Par exemple pour k = 2, celadonne :
Up, U1 € R (ouC) et Vne N, Unp=ailng + apln:o

Technique pour expliciter uy :

On pose:: YneN, Xo=| ¢ | e A= co € M(R) (ou M(C))

un+k—l

AInSl . vn S N, AXn = un+k7]_ = Xn+l
k-1
zaiumi
i=0

D’ ol (récurrence) : Xa=A"%; ol Xo= uO
U1
Ainsi, il suffit de calculer A" pour connaitre X, et donc u,.
(Pour calculer A", on utilise les méthodes classiques: diagonalisation ou a défaut trigonalisation, division

euclidienne, décomposition de Dunford, etc ...)

Exempleavec k= 3:

Up=U =U, =1
vneN,u,, 5 ="7U,,,—16u,., +12u,
u, 0O 1 O
Posons : vneN, Xp=|U,,, | A= 0 0 1
Upy 2 12 -16 7
Ainsi : vne N, X, =AX, et doncX,=A"%,
Calcul de A" par laméthode de la division euclidienne:
On calcule le polyndme caractéristique de A ;
-1 1 0
xal)=det(A-Alg) =0 A 1 |[=-AQ*-7A+16)+12=-23+ 722 - 160+ 12=—(L - 2)’ (L - 3)
12 -16 7-x

Spr(A) ={2; 3}

On effectue, pour n = 3, ladivision euclidienne de X" par x :

31 (Qn Ry) € Ri[X] x Ro[X], X"=Qu(X)xa(X) + Ri(X) avecdeg(R) <3 (%)
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D’ aprés le théoréme d' Hamilton-Cayley : xa(A) =0

D'ou: A"=R,(A)
Pour calculer A", il suffit de connaitre le polynéme R,.
Posons : R.(X) = aX? + bpX + ¢,

En remplagant X par lesracines de x » dans () :

2"=4a, + 2b, + ¢,

3"=9a,+ 3b, + Cy
On obtient une troisiéme relation en dérivant I’ égalité () :

X" = Q1 (X)7a(X) +Qu(X)xa(X) + 220X + by
Et comme 2 est racine double de x», on a y/y(2)=0d ou :
n2"*' = 4a, + by,

9a,+3p,+¢,=3" L,

On résout ensuite le systéme : (S): <4a,+2b, +c,=2" L,
4a, +h, =n2"? Ls

En effectuant I’ opération L; — L, — L3, on obtient :

a,=3"-2"-n2"'=3"-(2+n2"*
Avec L b,=—-4 x 3"+ (8 + 5n)2"*
Avecly: C=2x2""-4x 3" +(8+4n) 2" +8x 3" - (16+10n)2" =4 x 3" (6 + 6n)2"*
D’ol: R(X) =[3"— (2+Nn)2" X+ [-4 x 3"+ (8+5n)2" X + 4 x 3"— (6 + 6n)2"*
Onadonc: A"=[3"—(2+n)2 A%+ [-4 x 3"+ (8+5n)2" A+ [4 x 3"— (6 + 6n)2""]I5
Dol: X'=A%y=[3"-(2+n)2" A%, + [-4 x 3"+ (8 + 5n)2" A%, + [4 x 3" — (6 + 6n)2" Y%,

0 1 0\(1 (1
Or: AX=|0 0 1||1]=|1
12 -16 7)\1) (3

0 1 0)(1 1
AX=|0 0 1(|1|=|3
12 -16 7)\3) \17
D'ou: U =[3"=(2+ N2 " +[-4 x 3"+ (8+5n)2" "] +[4 x 3"— (6 + 6n)2" 1]
U =3"-n2"

Autre approchedanslecask =2

Soienta, b € C.

On considérel'ensemble E,, = {u € CN définiespar up, u; € C & uUpp,=au+bu, Vne N}
(Eap est I'ensemble des suites récurrentes linéaires d'ordre 2 & coefficients constants fixés dans C)
Il est clair que: E.p, est un sous espace vectoriel de CN.

Deplus: dim (Eap) =2

En effet, il suffit de considérer I'application ¢ : E;, —> (C2
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u > (Uo; uy)

¢ est un isomorphisme de C-espace vectorid. (En effet, ¢ est clairement linéaire et clairement bijective puisque
toute suite u de E, , est car actérisée par la donnée de ses deux premiers termes Uy €t U;)
Or, dime(C’) = 2 donc dimc(E, ) = 2 également.
On peut donc construire une base (u, v) de E,p en considérant u = ¢-*((1 ; 0)) et v = ¢-*((0 ; 1)). (Image
réciproque par ¢ de la base canonique du C-espace vectoridl (CZ)
Recherchons les suites géométriques éléments de E, ..
Soit v e CN définie par v, = a" (o € C).

Ve Epe o ~aa-b=0
Notons A, et A, les deux racines complexes de |'équation caractéristique r> —ar — b = 0. (Elles existent car C
est algébriquement clos)
Ainsi : VeEyp © Vo=0)" ouvy=(A)"
On en déduit laforme générale (et explicite) des démentsde E,p, :

e S\ et ), sont distincts, on montre que les suites (k”l) et (k”z) sont indépendantes d'ou :
h=A(1]) +B()3) oA BeC
e Si\;=X;=A, On montre que les suites (k” ) et (m”) sont indépendantes d'oul :
Un= (AN + B)(?J‘) OUABeC

Sous-cas spécial : A = 1. Lasuite (u,) est alors arithmétique.
Cas particulier : a, b € R. Mémes résultats que précédemment (en remplacant C par R) sauf dans le cas ou A,
€t A, sont des racines complexes conjuguées distinctes : on pose dans ce cas:

AN D
2i

A

1=

=Re(k“) e g= =Im(k”)
On vérifieque f et g sont des suites (rédles) indépendantes de E, ..
En notant A = p €', il vient donc :

Uy =Ap" cos(nd) + Bp"sin(n) ol A Be R

2.2. Suites ssimultanément récurrentes

2.2.1. Caslinéaires

Dans ce cas, on procéde aussi matriciellement. Donnons un exemple:

Ug, Vg, Wy € C
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u, L 011
On pose: Xo=1|Vy etA=Z 301
W, 130
Aing, larécurrence s écrit : Xn1 = AX,
D’ou: Xo = A"Xq

Laencore, on s est ramené au calcul de puissances d’ une matrice.

2.2.2. Casnon linéaires

Etudions un exemple:

Soient a et b deux rédstelsquea>b > 0.
Soient (a,) €t (by) les suites définies par :
a=2a; b=b

vneN, an= an;bh et bh= '\/anhq

Alors (a,) et (b,) convergent vers une méme limite.
Solution :

Il suffit de montrer que (a,,) et (b,) sont adjacentes.

2 2
vne N, a§+l_ 2+1:w — anby
a,— by \?
(an+l - bn+l)(an+l + bn+l) = (T) =0 (1)

Et comme (a,) et (b,) sont positives (faire une récurrence), il vient :
vne N, a1 = bn
Enfin, comme ay > by : vne N, a, > b,
Bien que ce résultat ne soit pas une hypothése nécessaire du théoréme des suites adjacentes, on I'utilise pour

prouver les suivants :

a,+h, _ & +a,

o En effet, dunepart : vne N, a1 < > >

< @n

Donc la suite (a,) est décroissante.
e Dautrepart : VneN,bM—bn:«/anhq—bn=\/a(\/a—\/a)>o

(par croissance det > 't sur R.)
Donc la suite (b,) est croissante.

e On considére maintenant la propriété g définie pour n € N par :
: bn| < 1 b
() Jan — bo| < Fla— |

* Onabiensir p(0).

* Montronsque pour toutn e N, p(n) = p(n+1):

1
Supposons ¢ (n) : lan — bn| < o la— bl
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Utilisons la propriété : 0SX<Y=0<(Y-X?<Y-X?
(Pour le démontrer, il suffit demultiplier I'inégalité0 < Y- X < Y+ Xpar Y- X > 0)

CommeO < b, <a,ona:

(D(an_bn)z ¢ la—b
<
2

2 2 2
lani1 = braal” < Ja7 1 — b, | < S o2

Et par croissancedet = Jtsur R, [ani1 — brial S% [a—b]

D'ou p(n+1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

vneN, o) o bi< —la-bl
D'ou, par comparaison : lim (an—by) =0
n— -+
On a donc prouvé que les suites (a,) et (by) sont adjacentes.
Elles convergent donc vers une méme limite (appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. On ne

connait pas d'expression de cette limite mais elle est liée aux intégrales elliptiques de 2°™ espéce...)

2.3. Suitesrécurrentes définiesimplicitement

La encore, donnons un exemple :

Soit n un entier naturel impair.
n Xi

a) Démontrer que |’ équation (En): Z'_IZ 0
i il
i=0

admet unique solution rédle o,

b) Démontrer que la suite (o) diverge.

Solution :
n i
Posons : PiX) =2 =
~ il
(Polyndme de Taylor de |’ exponentielle)
. ) n lefl n-1 XI
Onaalors: P! (X) = Zl: T OT=Pn71(X)
i= i=

a) Considéronslapropriété ¢, définie pour k € N°, par :

P X)<0s x<
©(K) 1 VX E R, Py(X) >0 et Jlog € R tel que Pyi(ou) = 0 avec 21 (X) S
Poy1(X) >0 x> oy

2
Ona: VXE[R,PZ(X)=1+X+X7>O

Donc P; est strictement croissante (puisque B; = P,). Enoutre lim P3(X) =—co et lim P3(X) = +o.
X—>—00 X—>+0

Comme P; est continue, ¢’ est une bijection de R dans R. On a donc I’ existence d’'un unique réd o tel que

Ps(ay) = 0.
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La croissance de P; entraine, de plus: P3 < 0 sur ]—oo, ay[ € P3 > 0 sur Jay, +oof. D'0lU g (1).
Montrons que, pour toutk € N', p(k) = p(k+ 1) :
Soit k € N, Supposons ¢ ().

Comme P}y, ,=Paqq1, 0N a:

X | —o0 Olk +00
Signede Py, o - 0 +
Variations de P2k+2 \ /
2k+2 2k+2
. oLy (0%
Or: Paki2(ow) = Paksi(on) +

k2l @kl
Donc: Powo>0sur R
Pyi3>0sur R
Pa.3 Strictement croissante sur R

Or lim Pyu3=—00, lim Py,3=+w €t Py,3 continue donc :

X—>—0 X—>+00

P2k+3(x) <08 x< Qi1

Floy,1 € R td que P2k+3((1k+1) =0 avec { .
P2k+3(x) >0s x> Oyy1
D'ou p(k+1).
n_ i

L' équation (Ey) : zi' = 0 admet donc bien, pour nimpair, une unique solution rédlle a,.
i!

i=0

b) SoitM e R.Ona: k|im Pay1(M) =€ >0
—>+00

Donc: Jko € N, Vke N, (k= ky = Pauu1i(M) > 0)
kK= ko = Pox1(M) > Paa(ou)
Donc, par croissance de Py, : k=ks = M>o

Cequi prouve bien que la suite (a,) diverge vers —oo.
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3. Annexe : étude générale des suites homographiques

Contexte et données :

e (abcdeR'etd=ad-bcavecc=0etd=0. Si c=0, alors|'application f et affine.
d a Si 5 =0, dorsl'application f est constante.
o fiR\{—— R\ <= o
c c Ces deux cas particuliers sétudient différemment.
+
X ax+b
cx+d

U <eR
Unea = f(Up) VneN

u = (uy) lasuite définie par : { lorsgu'elle existe (ce n'est justement pastoujoursle cas!)

(&) I'&quation : A = f())
E={weR|3Ine N|cu,+d=0}

Objectifs:
o Pour quellesvaleurs de up la suite (u,) est-€lle bien définie ?
e Exprimer u, en fonction den.

e FEtudier la convergence de la suite (uy,).

Pour faciliter le travail, commengons par ce qui suit :

Quelques propriétés utiles et usuelles des suites homographiques

1. f est unebijection:

Soity € R\ {%} Montrons : Ilxe R\ {—E} te quey = f(X)
c

ax+b

Lacondition y = f(x) Sécrit : y=
cx+d

yex+yd=ax+Db

x(cy—a)=b-dy
Or,cy—a=0,dou: w_ —dy+b
cy—a

Pour chaguey de R \ {%} , il existe un unique antécédent, ce qui prouve la bijectivité de f.

Le calcul ci-dessus permet également d'expliciter la bijection réciproque :

oy

—-dx+b
cX—a

X

2. Etudedel'éguation A = f(A) :
Cette égquation de second degré sécrit encore :
A+ (d-—ar-b=0

Son discriminant A est :
A =(d-a)? + 4bc = B + a® — 2ad + 4bc = (d + a)? — 4ad + 4bc = (d + a)* — 48
Remarquons au passage que, comme  # 0, on a: (a+ d)® = A.

Si A >0 (cest-adire(d + a)* > 45) : alors|'équation (£) admet deux racines réelles distinctes :
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2c 2c
Si A=0(cest-adire (d + a)* = 43) : alors|'équation (&) admet une uniqueracineréele :

a-d+vA o B a-d-vA

Ve 2c

Remarquons que dans ce cas, on a nécessairement : a+ d = 0 puisque d = 0.

Si A <0(cest-adire(d +a)* < 45) : alors|'équation (£) admet deux racines complexes conjuguées :

_ a—d+|\/m aB=g
2c

3. Propriétésdesracinesde (&) :

Soit A uneracinede (§). On adonc: f) =2
Comme f est bijective : frofn) =710
A=)
On adonc: p= 2rtb_ —Gr+b
cA+d ci-a

4. Lienentrelesracinesde (&) et lasuiteu :

Soit A uneracinede (). Si up = A alors, u, # A, vn € N.

Preuve : par récurrence. Supposons Up # A. Considérons g (n) : " u, = A" pour n e N,

e Ona p(0) par hypothese.

e Supposons g (n) : Up = A
Comme f est injective : fun) = f(A)
Cest-a-dire: Unis # A

D'ol p(n+1).

D'ou le résultat annoncé.

5. Accroissement moyen de f :

Pour tousx et y de R \ {— %} digtincts :

ax+b ay+b acxy+adx+bcy+bd —acxy—ady—bex—bd _ (ad —bc)(x-y)

cx+d  cy+d - (cx+d)(cy+d) (cx+d)(cy+d)

FO) - F() _ 5
X—-y (cx+d)(cy+d)

f) - fy) =

D'ol :

Ces prdiminaires éant faits, répondons maintenant a nos trois objectifs. En commencant par le deuxiéme, a

savoir : expliciter la suite u.

CAS 1 : I'équation (&) admet deux racinesdistinctesa et B (dans R ou C)

o S Up=oa (resp. ) dors, Vn e N, uy = a (resp. B) et c'est fini.
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e S U € E dorslasuite (u,) ne seraplus définie au dela d'un certain rang, doncil n'y arien aexpliciter.
e Supposons désormaisuy ¢ E U {a, B}.

U, — o

u, —p

Remarquons également, que ayant supposé o, = B, ona: v, # 1, vn € N,

Comme (voir 4) u, = B, Vn € N, on peut poser : v, =

Montrons que la suite v = (v,,) est géométrique : pour toutn € N, on a:

Upg = _ fU)—fla) @ 8(uy—a)  (cu,+d)(cB+d) _cp+d

Ups =B f(U)—f(B)  (cu, +d)(co+d) 3(u, —P) co+d
a+d—«/Z .

—————saepsontrédles
CB+d (2 a+d+x/Z

card lard-iJal

a+d+ijAl

(Cesrelations ont bien un sens car (a+ d)> — A = 0)

Vi1 =

Donc la suite v est géométrique de raison g =

S o et B sont complexes

Remarquons quel'on aqg = 0. (Sinon on aurait v; = 0 et donc u; = a ce qui est impossible car Uy = o)

Remarquons également que s g est complexe alors|q| = 1.

Onadonc, Vne N : vnzuo—_aq”
Up— B
Or,Vne N: Up(Vh — 1) = BVh — @
D'ou Un = P —a
v, -1

On adonc explicité la suite u dans le cas ou |'éguation (&) admet deux racines distinctes.

Avant d'éudier le CAS 2, répondons a nos deux autres objectifs :
Lasuite u seranon définie dés qu'il existeun indicek e N tel que: u = _d .
c

U—o U -—a d+co

Pour detedlsk e N, ona: Vi = q = =0
Up — P u —p d+cB
Diod: (Uo— o)q" = (uo — B)
uo(qk+l _ 1) — 0qu+l _ B
k+1
Et pour cesentiersk telsque ' = 1: Up = O‘q?llﬁ
q —
k+1
On conclut : E— {OLQM 1[3 olikeN et g+t ¢1}
q —

En général, cet ensemble E est infini maisil y peut y avoir des exceptions lorsque o et 3 sont complexes.

UOEE

Par exemple: 1+u,
Upyp = 1-u

n
Déerminons E. On aici, en appliquant ce qui précede :
o=i e B=-i

1+i .
==

1-i
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P2 4
E= m,kENak¢3[4]

2 1si_k=0[4]
Or, Kl ST Osi k=1[4]
-1 .
-1s k=2[4]
Donc E={-1;0; 1}

La suite u est donc bien définie pour tout termeinitial up différent de—1, O ou 1.

Précisons la convergence de la suite u (notons qu'en cas de convergence, ce ne peut étre que vers les points
fixeso et B de f)

Casréd (A>0):

Si |g| < 1 aorsv converge vers 0 et donc u converge vers a.

Si |g| > 1 dors |v| diverge vers +wo et donc u converge vers 3.

Lecasq=1est exclucar daprés2., (a+d)?# A.

Cascomplexe (A <0) :

Dans ce cas, lasuite u diverge. En effet, elle n'a aucune chance de converger puisque f n'a pas de point fixe
réd...

CAS 2 : |'éguation (&) admet uneuniqueraciney e R

o S uUp=7y dors vne N, u,=y et cestfini.
e S U € E dorslasuite (u,) ne seraplus définie au dela d'un certain rang, doncil n'y arien aexpliciter.

e Supposons désormaisu, ¢ E U {y}.

Comme (vair 4) u, # v, Vn € N, on peut poser : v, =
u, -y

Remarquons également que: v, = 0, Vn e N,

Montrons que la suitev = (v,) est arithmétique : pour toutn e N, ona:

v 1 cu, +d cu, +d cu, +d ® cu, +d

L= _ _ _ _

" u.,-y au,+b—y(cu,+d) au,+b-ycu,—yd (a YC)(Un ,b-vd j (a—yc)(u, — )
a—yc

Vot — Vo = 1 (cun+d_lj: 1y(cun+d—a+ycj

u,-y La-yc u, — a-yc
Or,d-a+yc=d-a+ a-d_d-a 4 a—yc=a—a;d=id(¢0cary¢ Sy
2 2 2 a
d-a
. U+ 1 (2cun+d—a)_ 1 XZCX(un—y)_ 2c
n+1 n— - - - 4 |~
U, -y a+d U, -y a+d U, -y a+d a+d
2
2c

Donc la suite v est arithméique deraisonr = r
a+

(Cetterelation abien un senscar a+d = 0 quand A = 0)
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Onadonc, Vn e N :

Up —Y
Or,Vne N :

UV —YWn=1
N 1+yv,
D'ou : un:_ﬂ’n:i
Vﬂ Vﬂ
On adonc explicité la suite u dans le cas ou |'éguation (&) admet une unique racineréelle.

Lasuite u seranon définiedés qu'il existeun indicek € N tel que: ug=——

Pour detdsk e N, ona: Vi = 1 +nk= 1 _ =
Ug =7 u -y d+cy

D'ol : 1 =-r-nk

Ug—7

Uy = — 1

oY r +nk
Et pour cesentiersktelsquer + nk=0: Up=7y— 1

r +nk

On conclut : E= {y—

1 oneNetr+nk¢O}
r+nk
Précisons |a convergence de la suite u :

Comme v diverge vers +o ou —oo, on déduit : u converge versy.
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