SERIES A TERMES REELS POSITIFS
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Notation : on utilisera le symbole abusif > u, pour désigner la série de terme général u, et on notera

n 00
Un= ZUK la suite des sommes partielles et, en cas de convergence, R, = Zuk lasuite des restes.

k=ng k=n+1
Quelques rappels:

On dit que la série de terme général u, converge lorsque la suite des sommes partielles U,, converge :

Zn:uk—f

k=ny

I eR,Vee R;,ANeN,Vne N, (n>N = <g)

Ce critére est peu pratique pour prouver une convergence. Un des objectifs de cette lecon est d'en éablir
d'autres. Remarquons qu'une condition nécessaire, mais non suffisante, pour qu'une série converge est que son

terme général tende vers 0. En effet :

lim Uy,=¢ = lim Upy=/¢ = |im (U,-U,1)=0 = lim u,=0

nN—>+% n—>+o n—>+o nN—+oo

Cette condition est évidemment non suffisante.

(Voir, par exemple, la divergence de la érie harmonique, ci-dessous)

On rappelle également les résultats sur les séries géométriques et la série harmonique :

Séries géométrigues :

Lasérie determe général " est conver gente si et seulement si || < 1 et dans ce cas: qu =1—1q
k=0 -
Sé&rie harmonique : la série de terme généra % diver ge (vers +owo)
Preuve:

o Pour les séries géométriques :
Si q =1 aorslasérie géométrique diverge trivialement.

+0 s q>1
n 1_qn+l
Sig#1onaU,= qu gl or, g"'———< 0si|g<1 d'ol le résultat.
k0

diverges g<-1

0 ‘ 0 ‘ n ‘ 1 1_qn+l qn+1
Deplus,lorsque|q|<1:Rn:Zq :Zq —Zq =T~ =3
k=n+1 k=0 k=0 —q -q -q

e Pour la série harmonique:

N 1 1
D'ou : Uyp—-Up=2n—==
2n n 2n 2

La suite (Uy) ne peut donc pas étre convergente car s I'on avait lim U, = ¢, cdlaentrainerait lim U, =/

nN—>+% nN—>+o0

et donc lim (Uy, — Up) = 0 ce qui est impossible puisque Uy, — Uy, = % (Ou plus simplement, la suite

N—+w

(Un) nesatisfait pas le critere de Cauchy ...)

+0
Et comme (U,) est croissante, on abien zi = +o0. (Attention, ceci est un abus d'écriture)
n=1
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Une autre démonstration est possible en comparant avec uneintégrale:

D'aprés la décroissance de I'application t > Yl sur 0 ; +oo[ on aimmeédiatement :

N n+1
vne N, 1 SI 1dx< 1 (Mustrer)
n+1 n X n

N
En sommant, pour nalantde1aN: 0<In(N+1) < zi
n

n=1

D'ol la divergence de la série harmonique.

Remargue : dans le cadre des séries a termes u, positifs, la suite (U,) est croissante. Donc la série X u, est

convergente s et seulement s la suite des sommes partielles (U,) est majorée. De plus, dans ce cadre, le
seul cas de divergence est lalimite infinie.

1

Donnons, atitre d'exemple une justification de la convergence de la série de terme général —-:

<! 01 ( 1 1) 1
U=» —=1+ ) =<1+ Y |—-=|=2-=
;kz ;kz 2 k-1 k n

k=2

n

La suite des sommes partielles est majorée, donc la suite (U,,) converge vers un réel inférieur a 2.

Dans ce qui suit, les résultats sont donnés pour des suites (u,) définies en général sur N. |l va de soi que les

résultats sadaptent (sauf mention contraire) au cas ol I'indice appartient & [no, +oo[, Ny € N'.

1. Comparaison de séries a termes positifs

1.1. Test de comparaison

Soient deux séries de termes généraux respectifs u, et v, positifstelsque: Vn e N, 0 < u, < v,.. Alors:
1. S X v, est convergente, il en est de mémede X up.

2. S XY uyestdivergente, il en est de mémede > v,.

Preuve:

On adonc U, < V,. S la suite (V,) converge, elle est majorée donc la suite (U,) aussi. Ains la suite (Uy)
converge d'oll le point n°1. De plus, > U, < X V.

Le point n°2 sobtient par contraposition du point n°1.

Remargue : comme précisé plus haut le résultat subsiste si I'on a u, < v, Vn = no. Mais alors on a plus

nécessairement 2. U, < X V,.

Exemples:
Inn 1 . - . 1
— ¢ Z— divergent, par comparaison avec la série harmonique Z—.
n=2 n=2 Inn n=2 n
- : o 1 . an L
. Ze converge puisque pour n > N,ona:e" < — et laseériedeterme genéral z converge.
n=0 n
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Remargue : le théoreme ne sapplique pas s les séries sont a termes de signe non constant. Considérer les séries

_ n
de terme général : un=—% e v, = )
n
On ad'une part : vne N, u, < v,
Et d'autre part : 2. Uy qui diverge (série harmonique, au signe pres)

Et pourtant, X v, converge (voir le théoreme spécial a certaines séries alternées)

1.2. Conséquence Test de comparaison logarithmique
Soient deux séries de termes généraux respectifs u, et v, strictement positifstels que:

Vn+1

Vi

u
vne N, L <
n
Alors:

1. S X v, est convergente, il en est de mémede X up.

2. S XY uyestdivergente, il en est de mémede > v,.

Preuve:
H H Q47 un+1 un A H A un u0
Puisgue u;, et v, sont strictement positifs, on a: —= < — ¢t par récurrenceimmeédiate: — < —.
n+l Vn Vn V0
uo . .
Enposant L = —, il vient : Un < AV,
Vo

Si lasérie X v, est convergente, il en vade mémede ) X v, et 1.1. permet de conclure d'ou le point n°1.

Le point n°2 sobtient alors par contraposition du point n°1. Ce critére de comparaison sera utile dans la
démonstration de larégle de d'Alembert et celle de Raabe-Duhamd.

Remargue : ce résultat reste encore valable avec la condition :

u v,
Inee N, Vne N, (n=n = b el
uﬂ Vﬂ

2. Comparaison séries-intégrales

Rappelonsici que toute fonction monotone sur un intervalle compact [a, b] est Riemann-intégrable.

2.1. Critéreintégral de Cauchy

Soit ny € N. Soit f une fonction définie, positive et décroissante sur [N, +of.

Alorslasérie Y f(n) est convergente s et seulement s f est intégrable sur [ng, +oof.

+oo s +oo
En cas de convergence, on a: I f)dt < Zf(n) < I f(t)dt
ng+1 ny
n=ngy+1
Preuve:

Puisque f est décroissante sur [N, +oo], on a:

vk e [no, +oo V' t e [k, k+1] : fk+1) < f@t) < £(K)

En intégrant sur [k, k+ 1], il vient : f(k+1) s‘[kkﬂf(t) dt < f(k)
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En sommant pour k=ngan: Zf(k+1) ‘[ fO)dt < Zf(k)

k=ng k=ngy
n+1
Cest-aedire: > i< [ rmas WG
k=ng+1 k=n,
n n+1
En notant U, = Zf(k) ,ona: Unis— f(ng) < _[ f)dt <U,
k=ng o
Supposons f intégrable sur [ng, +oo[.
n+1 +00
Alors, f éant positive J’ ft)dt < J’ F(t) dt
Ny No
Dob: Una < S+ [ r) et

Ains, lasuite (Up) (qui est croissante car f est positive) est majorée donc converge.
Donc lasérie X f(n) est convergente.

Reéciproquement, si la suite (Uy,) converge, alors elle est majorée par unréel M > 0. Donc :
n+1
vn e [no, +oo[, J’ fO)dt <M
Ny

Posons F(x) = _[X f(t)dt. F est croissante (car f positive) e majorée par M donc admet une limite finie en +oo.
Ny

+00
Donc _[ f(t) dt est convergente.
No

Enfin, en cas de convergence, en passant a la limite dans les inégalités suivantes :

n+1

[ roas Y [T roas 310

k=ny+1 k=ng
+00
On obtient : J’ RWCLE Z f(n) < J’ F(t) dt
n=ngy+1

Cette derniére inégalité permet, dans certains cas, d'expliciter un encadrement du reste dans le cas de séries
convergentes.
Exemples:
. z— dlvergepulsque_[ mdt [In(in(a)) = In(In(2))] —=5— +~.

Au passage, ceci prouve également que I'on peut avoir nu, ————> 0 sans pour autant que la série X un

converge.
Et plus généralement, les séries de Bertrand z ! danslecas 1

. , —_— a=1:
pusg “~n*(Inn)®

|
_[a 1 a = In du, d'ou il apparait ques B > 1, lasérieconvergeet s B < 1 dlediverge
2t(Int)?  wint Jin2yf
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. Z“e*‘m converge puisque rwe’ﬁdt =, _[OJrOOer’X dx = 2.

0 t=x IPP

2.2. Conséguence 1

n
Avec les conditions de 2.1, la suite (v,,) définie par v, = z f(Kk) - Ln f(t)dt converge.
k=1

Preuve:
n n+1 o n+1 n
On avu ci dessus que Zf(k) > I f(t) dt. Et comme f est positive: I ft)dt = I f(t)dt.
k=1 ! 1 1
n+1
Donc (v,) est positive. En outre: Vii1 — Vi = Unyg — I f@)dt
n

n+1
Et comme f est décroissante, I f) dt = f(n+l) = Uy donc vhyg — v, < 0 &, par suite, (v,) est décroissante.
n

En conclusion (v,) converge (dans R.).

[lustration :
Lasomme de ces aires converge vers
une quantité finie.
@
/) S
Noter qu'onanul
fK) . .
£(n) besoin que f ait une
limite nulle en +co.
t
1 2 k n

Application : constante d'Euler

En choisissant f(t) = % les conditions de 2.2. sont vérifiées et on obtient la convergence de la suite:

N1 i 1 1 1 ) .
z_— Zdt = 1+ =+ =+..+ ——Inn versunrée y > 0. (Constante d'Euler ~ 0,577)
—k J1t 2 3 n

2.3. Conséguence 2 Sries de Riemann

Soit o € R. Lasériedeterme général u, = —- (n > 1) est convergente s et seulement s o > 1.
n

Preuve:

e S a<Oaorsu, — +o0. Sia=0aorsu,=1.

Dans ces deux cas, lasérie 2 u, est trivialement divergente.
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e Sia>0alorsposons f(x) = ia = x“ (pour x > 1).
X

f est dérivable et f'(x) = —% <0, donc f est décroissante sur [1, +oo[.
X

Appliquons le critereintégral :

Inxsa=1 +o s o<1
X 1 +o 1
‘[—dt= 1 1 ] donc‘[ —dt=
1t —( l—ljsow&l 1 t¢ = da>1
1-o\ x* a-1

Bilan : lasé&rie X u, est convergente s et seulement si o > 1.

Exemple:

2 In(n) In(n) _ +vn 1
2

converge car S —5=—%5-
2 n2 n2 n32

n=1

3. Critéres usuels de convergence

3.1. Lemme

Soient deux séries de termes généraux respectifs u, et v, strictement positifs.

S ImMe R VneN, 0<ms< n <M,
Vﬂ
Alors les deux séries sont de méme nature.

Lo . (u TR - R
En particulier, s la suite [—”] admet une limite finie non nulle, alorsles deux séries sont de méme nature.
neN

Vi

Et plus particuliérement encore: si u, ~ Vv, alorsles deux séries sont de méme nature (critére d'équivalence)

Preuve:

Onadonc: vne N, mv,<u, <My, (carv,>0)

D'aprés 1.1. s X u, converge, alors mY. v, auss donc > v, aussi. Et s X u, diverge, alors M X v, aussi donc
Y vpauss. Aing, lesséries X u, et > v, sont de méme nature.

. o.o.u
En particulier, s - —— ¢>0adlors:
Vn n—oo

t

Vi

Vee RY,3Ing e Ntel quevn=ny: <g

Enchoisissants=£>0,ilvient: <i<%
2 v, 2

N[~

Donc il existe deux réds m et M strictement positifstelsque: Vn = ng, 0 <m < Sho<m. Donc, d'aprés ce qui
Vﬂ
précede (la nature d'une série ne dépendant pas de ses premiers termes) les séries > u, & X v, sont de méme
nature.

On obtient le critere de I'équivalent dansle casou / = 1.
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Exemples:

3 conveegecal ———mm ~ —.

Z‘O: n+1 n+1 1
“~n3 +1n(n) n®+1In(n) += n?

1

1 2n-1 1 ” S
ZZn 1dlverge(:ar 1 WE et la série harmonique diverge.

n

Remargue : I'hypothése de positivité est fondamentale dans ce théoréme. En effet, sans cette hypothése le

théoréme peut étre mis en défaut comme le montre les deux contre-exempl es suivants :

n
o U= —1 ¢ Vv,=u, [1+ (-9 ] . On abien u, ~v, mais ¥ u, converge (voir théoréme des séries
+00

In(n+1)

alternées) tandis que X v, diverge puisque . u, converge et zin diverge vers +oo.

n=2

D", 1 _ DYDY g (D™ dn D"

+ — d v,

Jnoon o n Vo (<D"n+(-D"Vn  Jns1 ™

u, ~ Vv, . Enoutre, ¥ u, diverge (comme somme d'une série convergente (relevant du TSCSA) et de la série
+00

o U, = 1, donc

harmonique) et 3 v, converge (comme somme de deux séries convergentes (relevant du TSCSA))

Cependant le résultat reste vrai S seule la série de terme général v, est supposée positive.

3.2. Critére de Riemann

Soit une série de terme général u, positif :

1. Silexiseunréd o > 1td quelasuite (n“un) N soit majorée, alorslasérie X u, est convergente.
n

2. Sil existe un réd o < 1 td que la suite (n“un) N soit minorée par m > 0, alors la s&rie X u, est
n

divergente.

3. Enparticulier, sil existeun réel o tel que n“u,, ait unelimitefinie £ aors:

(/>0ea <1 =las&ie > u, est diverge

oa>1 = lasérie X u, converge

Preuve:

) M L. . .. M .
1 SoitMtel que: vne N:u, <—-.Commea >1, lasériedetermegénéral —- convergedonc X u,aussi.
n n

2. Ona:Vvne N,u, = ﬂ>O Commea < 1, lasériedeterme général — dlvergedonc 2 Upauss.
n* n*

3. Silasuite (n“un) N admet une limitefinie ¢, alors elle est bornée.
n
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Supposons /> 0eta < 1.0na: 0<m< n%u,
Cest-a-dire: m < U
n(x

Donc . u, diverge.

Supposonso. > 1. On a: O<sms<n

Donc 2. u, converge.

Exemples:

. Z:e’”2 converge. En effet, la suite (ne ™ ) est bornée puisque n%e™" ——— 0 doul le résultat d'aprés
n=0

lecasn®l.

e SériesdeBertrand: ZUH oll U, = avecn > 2, (a, B) € RZ

=2 n*(In(n))’
Si o =1, voir étude faite au paragraphe 2.

1-a
Sia>1 onposey= 1+Ta> 1.0na:nu,=n2 (Inn* —-—> 0donc la série converge.

Sa<lona: lim nu,= = +o0 donc la suite positive(nu, ) est minorée par m> 0 &

m —_—
N—>+% n—>+o no"l(m(n))B

partir d'un certain rang donc la série diverge.

3.3. Régle de d'Alembert

Soit une série de terme général uy strictement positif :

L , u L
1) Sil exiseunréd q<1td que: vne N, ML < g, lasérie T u, est convergente.
n

Lo . u - .
2) Sil existeunréd q= 1td que: Vn e N, J—*l > (, lasérie X u, est divergente.
n

oo -
3) Enparticulier, s —*L aunelimite/ € R U {+w} alors:

Un
e Si/<1, lasérie X u,est convergente.
e Si/>1,lasérie X u,est divergente.
e S ¢ =1, on ne peut pas conclure (sauf s Vn = ng, U, < Up auquel cas la s&rie est trivialement

divergente)
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Preuve:
Vn+1

V,

1) Posonsv,= q"(g<1). Ains X v, est convergente. Or % =(¢. Onadonc St <
n

n n
D'aprés 1.2. lasérie X u, est donc convergente.

Vn+1

Vi

. o . u
2) ldem mais cette fois-ci (q > 1) X v, divergeet on a —L >
n

Donc toujours d'aprés 1.2. la série . u,, est divergente.

3) e S/<laorssoitqtel quel <qg<1. Pournz=nyona: St < g, d'ou lerésultat d'aprés 1.
n

i . u N . .
e Si/>1aorssoitqtel quel<qg< /. Pourn>nyona: —L > q, dol lerésultat d'aprés 2.
n

e S /=1 Considéronslasérie de Riemann de terme général u,=—-.
n

_u . ¢
Ona lim L = |im (LJ =1

N—+o0 un n—>+o \ N+

Or, la série donnée converges o > 1 et diverge s a < 1. On ne peut donc pas conclure.

Exemples:
X" u X
Uy= — (x>0).Ona L = 0 donc X u, converge.
* o n! ( ) u, n+l1 ™= " 9
n
Et en prime, on en déduit que : o ——:—0
1
o Uy=—"— (x>0).
n 1
X"+

X

. 1
lorsque x>1 donc > u, converge puisque dans ce cas < <1

Unyg B X2n+1+ X

un X2n+2 +1 n—o

1 lorsgque x =1 maisdans cecas u, =% donc > u,, diverge

x lorsgue x <1 donc X u,, converge puisque dansce casx <1

n
n! u n 1
e Uy=— (n>0).0Ona L - ( J ~<1ldonc X u, converge.
n" Uy, n+ e e

n!

Et en prime, on en déduit que: —
n
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3.4. Régle de Cauchy On évitera de parler de "critére de Cauchy" par risque

. , . L . . de confusion avec le critére de convergence de Cauchy
Soit une Série de terme général u, strictement positif : dela série vue comme une suite...

1) Silexisteunréd q<1td que: Vne N, Q/I < q, la X u, est convergente.
2) Sil existeunréd q= 1td que: Vn e N, Q/I > q, la 2 u, est divergente (trivialement).
3) Enparticulier, s aunelimite/ € R U {+x} aors:

e Si/<1, lasiie X u,est convergente.

e Si/>1, lasérie X u, est divergente.

e Si /=1, onnepeut pas conclure (sauf s Vn > ny, u, = 1 auquel casla série et trivialement divergente)

Preuve:

Pour 1 (resp. 2), on a Q/I < q (resp. Q/I > ) qui équivaut au, < q" (resp. u, =q") d'otl lerésultat.

Pour 3, on procéde commeen 3.3. :
e S /<laorssoitqtel que/ <qg<1. Pournz=nyona: Q/I < g, d'ou lerésultat d'aprés 1.

e S />1aorssoitqtel quel<qg</.Pournz=nyona: Q/I > (, d'ou lerésultat d'aprés 2.

! . - . " 1 . . 1
e S /=1. Consderonslaserie de Riemann determe général u,=—-.0Ona lim f{/u, = lim
n

N—+0 n—+wo N
Or, la série donnée converges o > 1 et diverge s a < 1. On ne peut donc pas conclure.

Exemples:

k
(%) 1
SN > <1donc X u, converge

2 n—o0

k
-m=%wem0mMI=

ﬂ2 n
) U”Z(LJ .Onafq/u_n=(ﬂ W§<ldonc2unconverge

=1

al/n

n+
) (in(n))?
In(n) n n
e u~-_" n.OnaQ/I=n _ £ —— 0donc X u, converge
(In(n)) In(n) In(n)
3.5. Proposition

Soit (Un)nen UNe suite de nombresréds strictement positifs.

U _ .
S —™L aunelimite ¢ aors f/u, admet lamémelimite /.
uﬂ

Moralité: s larégle de d'Alembert conduit au cas ¢ = 1, il en sera de méme pour larégle de Cauchy.
Cependant, la réciproque est fausse, comme le montre |e contre-exempl e suivant :

Considérer la série de terme général : Uy = 200"
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D"

. — - 1
Ona. ”un=2 n W}E
—1-(n+1) 1-(n+1)
L .u . . .u
Mas:smestpaw:il:zl—:E et s nestimpair : L = 2 —=
u, 2N 8 u, 2"

u .
Donc —™L n'admet pas de limite.
n

Preuve de la proposition 3.5. :

On adonc: Vee R7,INe N, Vne N, (n>N:>€—s<uJ+1<(+s)
h
Supposons ¢ > 0.
Poure</,ona: INe N, vneN, (n>N:>O<(—s<uJ+1<€+s)
h
. u T Up .
En remarquant que, pour n > N : i= 1= (produit de n — N facteurs)

Commeu, >0, Vn € N, on peut écrire:
INeN,VneN, (n>N = 0< ((—e)"™ < 2 < (14¢)N)
Uy
D'ol: ANeN,vneN, (n>N = 0<uy(f—&)" VN <u,<uy(C+e)"™V)
Par croissance de |'application t > t* (o > 0) sur R, nous avons (avec o = %) :

—N -N
ANeN,vneN, (n>N = o<q/m(e—s)nT< Yu, < Ruy (Cre)m)

n—N n—N 1

or, lim Qfuy =&y n =(-c & lim Yuy ((+&) n =(+c (car lim en " =1)

nN—>+% nN—>+0 nN—>+%

—N -N
Donc:aN'e N, vne N, (n=N = |Q/m ((—s)nT—(f—s)lés et |Q/m (€+s)nT—(€+s)|<s)

Pour n > max(N, N'), on aaors: {—2e < Q/I </+2¢
En faisant tendre e vers 0, il vient : lim Q/I =/
n—+o0o

Enfin, s ¢ = 0, on reprend e méme raisonnement en remplacant, dans les encadrements ci-dessus, le membre

de gauche par 0.
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3.6. Régle de Raabe-Duhame

Soit (Un)n « v UNe suite de nombres réels strictement positifstelle que:

3(a, B) € R x]1, +oof telsque: Yoa g & o(ij
u n nB
n

1. S a<1ldorslasérie 3 u,diverge

2. S a>1adorslasérie 3 u, converge.

Preuve:
Posons, pour n € N : vh = n% u,
o
Pour toutn € N', on a: Yo _ (1+ 1) (1—E+O(ij)
A n n n®
o) )
A n n n n®
Vo _q o(ij olly = min(2, B)
\'A nY
, . 1
Par conséguent, pour toutn e N, ona: In(%] = O(—yj
n n
' XA . * Vi1 C
Cest-a-dire: ACeR.,INe N, Vne N, (n=N = In(v—js —y)
n
n

- - v,
Or, v € 11, +oo[, donc la série de terme général In(“—”] converge absolument donc converge.
v,

n

n Y
Mais, par télescopage : ZIn( V"”J = 1N(Vny1) — IN(V2)
p=1 p

Donc la suite (In(Vy))nen converge. Notons ¢ sa limite. La suite (V,)nn converge donc vers e’ .
, ) K N ¢
Par conséquent : u, ~ — (uK=e¢e")
+o n%

D'ou lerésultat cherché. (En utilisant le critére de I'équivalent avec une série de Riemann)

. u . R « .
Remarque: s o < 0 alors, =L > 1, donc (u,) croissante et a valeurs dans R . Donc la suite (u,) ne tend pas
u

n

vers 0 et la série diverge grossiérement.
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3.6. bis Régle de Raabe-Duhamd (variante)

Soit (Un)n < v UNe suite de nombres réels strictement positifstelle que:

JueR* telque: Lg% 0(1)
Up n n

1. S a<1ladorslaséie X u,diverge. (Inégalité stricte et non pluslarge...)

2. S a>1adorslasérie 3 u, converge.

Une démonstration analogue a la précédente serait vouée a l'échec. En effet, on obtiendrait la condition :

)4

Cequi ne permettrait pas d'affirmer la convergence de la série de terme général In (C—“] .
n

En effet, un terme u,, peut &re égal a 0(1) sans étre le terme d'une série convergente. (Prendre u, = +)
n ninn

Démonstration :

Posons B=a—+1>0etvn=i

2 nP

-B
Onaadors: Ve _ (1+1) —1— E+o(i2)
Vi n n n
Supposonso <1:
o Y B 1
Posonsy = OHB. 1 1 1 1
2

On adonc: a<y<pB<1
Donc: P T A

n n n

Il existedonc N € N tel que Vn = N, on ait :

m;:]__l;

Un

Vn+1

Vn

>

Or, > vy, diverge (car B < 1). Donc, d'apres le critere de comparaison logarithmique, 3. u, diverge.

Supposonso. >1:

1 B Y o
Posonsy = OHB. 1 1 1 1

2
On adonc: 1<B<y<a
Donc: 1—E>1—1>1—g
n n n

Il existedonc N € N tel que Vn = N, on ait :

Vi1 >1-Y > Unia

A n Uy,

Or, > v, converge (car > 1). Donc, d'aprés le critére de comparaison logarithmique, X u, converge.
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Exemples:

2x4x..x(2n)

1) Onconsidéerela sériedeterme général :u, =
3x5x..x(2n+1)

Uni1 _ 2n+2

Ona: 1
U, 2n+3 ™
Le critére de D'Alembert ne permet pas de conclure.
1
1+=
Mais: M:_n:(hlj 1—i+o(1j R o(izj
Uy 4,3 n 2n n 2n n
2n

D'aprés le critére de Raabe-Duhame avec o = % , on déduit que la série diverge.

|
2) On considére lasérie determe général : Up = _ et
(nl)z 22n
Ona: Uy _ (2n+2)2n+7) 1
un 4(n + 1)2 n—o
Le critére de D'Alembert ne permet pas de conclure.
1 + i + i
2
Mais:  mi___ 20 2n =(1+3+i2) (1—3+o(i2))=1—i+ o(izj
Un 102, 1 2n  2n n n 2n n
n n?

D'aprés le critére de Raabe-Duhame avec o = % , on déduit que la série diverge.
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