EXEMPLES D'ETUDE PROBABILISTE DE SITUATIONS CONCRETES

Exercice 1 Loi hypergéométrique
1. Dans une population de N individus divisée en deux sous-populations A et B de proportionsp e 1 — p
respectivement, on préléve un échantillon E de n individus (n < N). On note X la variable aéatoire

correspondant au nombre d'individus de I'échantillon E appartenant ala sous-population A.
Ck Cﬂ*k
Montrer que : vke[0;n], p(X=k)=w
N
Puis que: E(X) =np
2. Application : un joueur coche une grille deloto (il chaisit 6 numéros parmi 49).

Calculer la probabilité qu'il obtienne k numér os gagnants (k [0, 6]). (Sanstenir compte du n° complémentaire)

En moyenne, combien de numér os gagnants obtient-on en jouant une grille de loto ?

Exercice 2 Approximation delaloi binomiale par la loi de Poisson

Soit X une variable aléatoire de loi binomiale de paramétresn e N" et p= A avec A > 0.
n

1. Démontrer que, dans ces conditions :
k
et
k!

On dit que I'on approche la loi binomiale par la loi de Poisson
En pratique, on fait cette approximation quand p est trés petit.

vk e [0,n], lim CXp‘@- p"* =
n—>+o0

2. Application : une petite compagnie d'assurance prend en charge n = 100 clients. La probabilité, sur une
année, qu'un assuré ait un gros sinistre est p = 0,02. On admet que les sinistres sont indépendants les uns
des autres. On considére que la compagnie fait faillite si, la méme année, 5% de ses clients ont un gros
sinistre.

a. Calculer laprobabilité que la compagnie d'assurance fasse faillite une année donnée.

b. Comment évoluent lesrisques de faillite s la compagnie double son nombre de clients ?

Exercice 3 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev - Approximation de la loi binomiale par la loi normale.
40% des individus d'une population possedent un caractére C. On considére un échantillon de 200 individus.
Peut-on affirmer, a 99%, que la probabilité de la fréquence d'apparition du caractere C dans I'échantillon soit

comprise entre 30% et 50% ?

Exercice 4 Probabilités conditionnelles - Formule des probabilités totales

Un individu est tiré au hasard d'une population dans laguelle une personne sur 10000 est séropositive.

On lui fait passer un test de dépistage de séropositivité.

Sachant que le test est positif, quelle est |a probabilité que la per sonne soit effectivement séropositive ?
Données:

e Sionest s&ropositif, alorsletest est positif avec une probabilité de 0,99.

e S onn'est pas séropositif, alorsletest est positif avec une probabilité de 0,001.
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Exercice 5 Calcul d'espérance pour des variables al éatoires continues
Un parisien prend le métro pour serendre a son travail.
L'heure de son arrivée a la station de métro de départ est uniformément répartie entre 7 et 8 heures du matin.
Pour serendre a son travail, il alechoix entrelaligne n®4 ou laligne n°7 dont les heures de passage sont :
n°4: 7h00 ; 7h15; 7h30 ; 7h45 ; 8h00 n°7 : 7h05 ; 7h20 ; 7h35 ; 7h50
Le voyageur monte dans la premiére rame de métro (n°4 ou n°7) qui se présente.
1. On désigne par X I'attente -en minutes- du voyageur sur le quai.
a. Déerminer ladensité f et lafonction de répartition F de X et |es représenter.
b. Calculer ladurée moyenne d'attente du voyageur sur le quai.
2. Ladurée du voyage en métro dure 15 minutes avec la ligne n°4 et 20 minutes avec laligne n°7.
Le voyageur met 10 minutes pour se rendre de son domicile & la station de métro de départ, puis un temps
négligeable pour se rendre de la station de métro d'arrivée a son lieu de travail.
On désigne par Y le temps total mis par e voyageur entre son domicile et son lieu de travail.

Calculer letemps moyen mis par le voyageur pour serendre de son domicile a son lieu de travail.

Exercice 6 Notion d'indépendance - Utilisation d'un arbre.

Une urne U; contient trois boules noires et sept boules blanches.

Une urne U, contient cing boules noires et cing boules blanches.

On choaisit une urne au hasard (équiprobablement) et on tire successivement deux boules, avec remise, dans
['urne choisie.

On note:

B, I'événement "obtenir une boule blanche au premier tirage"

B, I'événement "obtenir une boule blanche au second tirage"

L es événements B, et B, sont-ilsindépendants ?

Exercice 7 Matrices stochastiques - Chaines de Markov

Trois personnes A, B et C jouent au ballon.

Si A possede le ballon, il le passe a B avec une probabilité de % et a C avec une probabilité de % .
Si B possede le ballon, il le passe a A avec une probabilité de % et a C avec une probabilité de % .
Si C possedele ballon, il le passe a A avec une probabilité de % et a B avec une probabilité de % .
P(A,)
On note A, (resp. By, C,,) I'événement : "A (resp. B, C) recoit le ballon aprésle n®™ échange” et X, = | p(B,) |-
p(Cy)
1
On suppose qu'al'instant initial, A posséde laballon. Onadonc Xo= | 0.
0

1. Déerminer lamatrice M telle que X1 = MX, et calculer ses ééments propres.

2. Calculer la probabilité que chacun desjoueur s posséde le ballon aprés le 5°™ échange.

3. Montrer que lasuite (M"), . v cOnverge vers une certaine matrice M., que I'on calculera. Inter préter MqXo.
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Quelques lois discrétes

Loi Exemple de situation Notation Image X(Q2) p(X=k) Espérance et variance
. Tirage équitable d'un X=nctiré E(q) = 1
Uniforme objet parmi n objets X 5 U [1,n] 1 2
z z x n ! 2
numérotésde 1 an. —> U n Var(X) = nTz_l
Rédlisation dune X =indicatrice du
expérience & 2 issues Succés p(X=1)=p EX)=p
Bernoulli Succes (avec {0:1}
probabilité p) ou X — B(1,p) p(X=0)=1-p Var(X) =p(1-p)
Echec
Sommeden X = nombre de succés E(X) =np
N expériences de 1y kK n-k
Binomiale B?;loulli de X — B(n, p) [0,n] PX=K)=C,p - p) Var(X) =np(1-p)
paramétre p
Tirage de n individus X = nombre E(X) =np
s parmi N dont une dindividus du type A ch.Chi
Hypergéométrique proportion p est d [0,n] p(X=K)= NP Varoo - Nea-p) o
ch ) (N-n)
type A X = H(N, n, p) N-1
- ; 1
Somme d'expériences X= rangjgggrermer E(X) = -
Géométrique de Bernoulli de N’ p(X=K =(1-p)"'p
amétre X _
paramétre p — G(p) var = =P
p
Somme dexpériences | X = nombre de succés Lk E(X) =2
Poisson de Bernoulli dont la N pX=k=¢e"
I'espérance est A X — P(p) k! Var(X) =1
Quelques lois de variables a densité
Loi Uniforme sur [a, b] Exponentielle sur [0, +oo] Normale centrée réduite.7{0, 1)
1 ¢
s B N 1 5
Densité f 0= f=re™ fO=—r=e?
Quelques théoréemes

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire discréte. Alors:

WeRme—amzasfﬂgg

Théoréme "central limit"

Soit (Xn)n < « UNe suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, d'espérance p et da variance o° <

—+00.
n . Y —E(Y) Yo-nmu o, o
On pose: Yo = X e Y =1 nz =1 variable centrée et réduite
p n ; I n G(Yn) Jﬁc ( )
Alors: lasuite (Y] )n < converge, en loi, vers. {0, 1)

Exemples d'étude probabiliste de situations concrétes Page 3 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

EXEMPLES D'ETUDE PROBABILISTE DE SITUATIONS CONCRETES : SOLUTIONS

Exercice 1 Loi hypergéométrique

Population (N individus)

A (Np individus) B (N(1 —p) individus)

1. On préléve un échantillon E de nindividus. Donc :

Q = ensemble des parties a n é éments de la population
Card Q= Cy
X est la variable aléatoire correspondant au nombre d'individus de I'échantillon E qui sont dans A.
On adonc: X() =[0,n]
Pour tout k [0, n], notons A I'événement :
A ="I'échantillon E contient k individus dans A (et donc n — k dans B)"

Ck Cﬂ*k
Ains : p(x — k) — Card(Ak) _ “Np N (1- p)
Card(Q2) ol

On note: X <= H(N, n, p)

Calcul del'espérance de laloi hypergéométrique :

Pour tout i € [1, n], notons X; la variable al éatoire définie par

Y - {19 lei®™ individu de E est dans A

0 sinon

X; est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p. Donc :

pXi=1)=p
D'ol : E(XX)=p
n
Or,ona: X = z X;
i-1
D'ou, par linéarité de I'espérance : E(X) =np

Remargue : on peut retrouver ce résultat en écrivant :

E(X) = z k p(X =k)

keX (Q)

et en utilisant laformule de Vandermonde.
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L'univers Q est I'ensemble des parties 4 6 déments de I'ensemble |1 ; 49] et :

Card(Q) = C5,

Notons X lavariable aléatoire correspondant au nombre de numéros gagnants. On a:
X(@)=[0; 6]

Alors:

6
X = H(49,6, 2)

Al CoCis "
On a, pour toutk € [0; 6] : p(X=k)= =43

Co
On trouve (atrois chiffres significatifs prés) :
k 0 1 2 3 4 5 6
p(X=k) 0,436 0,413 0,132 0,0177 9,69x 10 | 1,84x10° | 7,15x10°®

E(X) = np = 6 x % -0 .07

4 49
En moyenne, on obtient moins d'un numéro gagnant par grille cochée.

Exercice 2 Approximation delaloi binomiale par la loi de Poisson

k
1. D'unepart : ck= nn-B-(n-k+H N
k! now Kl
k
D'autre part : p*= }”—k
n
)y n-k
Et enfin : 1-p)" k= (l— ) ~ et
n n—ow
k k k
_ A _ AT
D'oll - Ckok—p)* - M A e A gt
ou np( ) now Kl 8 nk 8 nsw Kl
D'oll lerésultat :

vk e [0,n], lim CXp‘@- p"* =
nN—-+oo
Application :

a. Notons X le nombre de clients qui ont un gros sinistre durant I'année en question.

X <= B(100; 0,02)
On approche X par laloi de Poisson de paramétre A = np = 2. Alors

4 k
PX>5)=1-p(X=4) ~1- Zefz% ~ 0,0526
k=0 )

Il'y aenviron une "chance" sur 20 que |'assureur fasse faillite une année donnée.
b. Maintenant A = np =200 x 0,02 =4

9 k
p(X>10)=1-p(X <9 =1- Ze"‘%: 0,0081

k=0
I1'y amoins d'une chance sur 100 defaire faillite.

Moralité : doubler le nombre de client ne réduit pas les risques de maitié mais bien plus sensiblement.
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Exercice 3 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev - Approximation de loi binomiale par la loi normale.

Population

C (40 %) C (60 %)

Echantitip
200 individ

Pour tout i e |1, 200], notons X; la variable al éatoire définie par

5 - s lei®™ individu de I'échantillon posséde le caractére C
0 sinon

X; est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre 0,4.

Notons X = z X; = nombre d'individus de I'échantillon qui possédent le caractére C
i=1

Alors: X< B(200; 0,4)

On adonc: E(X) =np=80 & Var(X)=np(1l-p)=48

La fréguence d'apparition du caractére C dans la popul ation et : 200

On veut estimer : p(0,3<% < 0,5) =p(60 < X < 100) = p(|X — E(X)| < 20)

Premiére méhode : utilisation de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Var(X)
2

On larappdle: p(IX—EX)| = ¢) <

On adonc: PIX-—EX)|<20)=1-p(X-EX)|=21) = 1 - ;—412 = 0,89
L'inégalité est trop faible pour que I'on puisse affirmer & 99% que la probabilité de la fréquence d'apparition du
caractére C dans I'échantillon soit comprise entre 30% et 50%.

Deuxiéme méthode : Approximation de la loi binomiale par la loi normale

p(IX - E(X)| < 2

0= (20 X-E(X) _
NN

Conclusion : oui, on peut affirmer a 99% que la probabilité de la fréquence d'apparition du caractére C dans

) IT—e 2dt 0,996

I'échantillon soit comprise entre 30% et 50%.

Exercice 4 Probabilités conditionnelles - Formule des probabilités totales
Notons Sl'événement "I'individu est séropositif* et T "le test est positif"

Illustrons la situation al'aide d'un arbre :
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p(S) =0,0001 p(S)=0,9999

p(TlS) = 0,99 p(T [9=0,01 p(T|S)=0,001 p(T |S)=0,999

PSAT) _ p(TI9)p(S) _ pPTISpS) 1 0090410° prés
p(T) p(T) PTIS)p(S)+ p(TIS)PS) , PTIS)PES)
P(T S)p(S)

Conclusion : méme s letest est positif, on a environ 9 chances sur 10 de ne pas ére malade !

p(S) =

Exercice 5 Calcul d'espérance pour des variables al éatoires continues

Ligne4  7p00 7h15 7h30 7h45 8h00
[ [ \ [ \ \ [ [ [ [ \ \ | t
\ [ \ \ \ \ \ [ [ [ \ \ \

Ligne 7 7h05 7h20 7h35 7h50

1. a Partageons|'heure en 12 tranches de 5 minutes.
On congtate que le voyageur attend entre 0 et 10 minutes maximum.
On constate également que sur ces 12 tranches, il y en a8 pour lesquellesil attendre moins de 5 minutes
(en grissur lafigure) et donc 4 pour lesquellesil attendraentre 5 et 10 minutes.
Il'y adonc 2 chances sur 3 d'attendre moins de 5 minutes et 1 chance sur 3 d'attendre plus de 5 minutes.
Comme on suppose que |'heure d'arrivée est uniformément répartie entre 7h00 et 8h00, on ala
représentation de la fonction densité f de X :

aste[0;Hq

] ol a et b sont des constantes qui vérifienta=2b
bsite[5;10

@ = {

Et comme on doit avoir _rwf(t) dt=1, onendéduit: 5a+5b=1,dol b= 1—15 d'ou:

0~ {125 s te[0:5

70 L s te[510

G~

DENSITE f

Gl=
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On en déduit, par primitivation, lafonction de répartition F de X :

0 s xe]-o;(q
Zx s xe[0;q
§+T25X s x€5;10]

1 s xe[10;+ o[

Foo=px <X = [~ st

FONCTION DE REPARTITION F

b. L'espérance de X est donnée par :

+o0 5 2t 10 ¢
E(X) = Iiwtf(t)dt— s J’S wh=

Le temps moyen d'attente sur le quai est de 4 minutes et 10 secondes.

2. NotonsY=10+ X+ M ou M est ladurée du trajet en métro.
Par linéarité de I'espérance, on a: E(Y) = 10 + E(X) + E(M)
Calculons E(M) :

Ligne4 7409 7h15 7h30 7h45 8h00
[ \ \ [ \ \ [ \ \ [ \ \ | t

Ligne7 7h05 7h20 7h35 7h50

Sur lafigure ci-dessus, il y a8 tranches (sur 12) pour lesquelles on prend laligne 4.

On adonc p(M=15)=§ et p(M=20)=é

Doir EM)=15x 2 +20x 2= 20
3 3 3

On en déduit : E(Y)=10+%+5—:=%5

La durée moyenne du trajet domicile-travail est de 30 minutes et 50 secondes.
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Exercice 6 Notion d'indépendance - Utilisation d'un arbre.

SIS
SIS

Arbre Uy U
0.7 03 1 1
2 2
07 03 07 03 1 1
2 2

NI
SIS

Comparons p(B,)p(B,) &t P(B; N By)
p(B;)) =05%x0,7+05%x05=0,35+0,25=0,6

p(B2))=05%x0,7%x0,7+05%x0,3x0,7+05x05x05+05%x05%x05=0,6 L'événement B, correspond aux chemins
U;:BB ; U;NB ; U,BB ; U,NB

‘ L'événement B, correspond au chemin U; B ou au chemin U, B ‘

Donc p(B1)p(B,) = 0,36.
— _ L 'événement B, N B, correspond aux
p(BinBy)=05x%x0,7%x0,7+0,5%x 0,5% 0,5=0,37. emine: UléB; i

Comme p(B1)p(B>) # p(B: N By), on déduit : B; et B, ne sont pasindépendants.

Remarque : ce résultat peut paraitre surprenant. |l est dd a la composition différente entre boules blanches et

noires dans les deux urnes et qu'on ne sait pas, a priori, dans quelle urne seront effectués les tirages.
Exercice 7 Matrices stochastiques - Chaines de Markov

A
1 2
8 1 i :
3 2 3
3 S
B C
< 2

3

1. Ona:
1 1
p(An+l|An) =0 p(An+l|Bn) = § p(An+l|Cﬂ) = §
1 2
p(Bn+l|An) = § p(Bmlan) =0 p(BrHllCﬂ) = :_3
2 2
p(cn+l|An) = :_3 p(cmlan) = 5 p(cﬂ+llcﬂ) =0

D'apreés |e théoréme des probabilités totales, on a:

o

1 1
P(Ava) 3 3|(P(A)
p( Bn+1) = % 0 % p( Bn )
P(Cpi1) 2 2 9 p(C,)
3 3
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o 11
3 3
D'ou : M=t o0 2
3 3
2 2 9
3 3
Ains, onabien: Xnpr = MX,

On dit que M est "stochastique" suivant les colonnes : ses coefficients sont dans [0 ; 1] et leur somme

suivant les colonnes est égale a 1.
Pour calculer les valeurs propres de M, on peut calculer son polynéme caractéristique.
On peut auss utiliser la propriété 1, ci-dessous, qui affirme que 1 est toujours valeur propre d'une matrice

stochastique. Les deux autres valeurs propres (a priori complexes) A, et A3 vérifient alors:
1+}u2+}u3 =Tr(M)=O e 1><}u2><}u3=da(M)= é

. 1 2
D'ou: ho=—— et hAg=——
T3 T3

2 1.
Sp(M):{_:_gi 31 1}

2 1 1
—X+=-y+=-z=0
X 3 3 3
2 1 2 2 2x+y+z=0
V. SEPM, —-=) & {=Xx+=-y+—-2=0 <
1Y |e SEX( 3) 3Xt3Y*3 {
z 2 2 2
—X+—=y+—=2z=0
3 3 3

&S x=0d y=-z
X+y+z=0

0
SEP(M, —%) “RV; avecVy=| 1
1

X
Vo |y eSEP(M,—%) = —x+—y+§z=0 < X=-y e z=0

z 2

SEP(M, —%) ~RV, avecV, = | -1
0

—x+E +Ez—0
3y 3

X
-3X z=0
Vi| Yy |e SEPM, 1) < Ex—y+gz=0 = YT = x=§z et yzzz
3 3 X—-3y+2z=0 8 8
z
gx+gy—z—0
3 3

5
SEP(M, 1) =RV; avec Va3 =| 7
8
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2. 1l suffit de calculer : Xs = M>X,

20
81
Lacalculatrice donne: Xs = %
110
243

Pour un calcul explicite de M", on peut diagonaliser M. (M est bien diagonalisable car admet trois valeurs

propres distinctes)

3. On peut (via une diagonalisation) calculer M" et en déduire e résultat.

2
-3 0 0
On sait que M est semblable a D=/ 0 —% 0
0 0 1

Notons B la base canonique et B' 1a base de vecteurs propres (Vy, Va, Va).

0 1 5
Notons : P=Pass(B, B)=Mai(l;, B,B)=| 1 -1 7|e GLy(R)
-1 0 8
Aing, on a:
M
(M31(R), B) ————— (M31(R), B)
pt P
: D :
(M34(R), B) ———— > (M34(R), B)
Et: M = PDP!

D'ol par récurrence:

2n
0 1 5 (75) 0 0 0 1 5\
1n
M=|1 -1 7|x| 0 (75) Olx|1 -1 7
1 0 8 0 o 1| -1 o 8

Et par passage alalimite (justifié a la propriété 4 ci-dessous) :

0 1 5/(0 0 0\/0 1 5! 55 5
M.=|1 -1 7{loooll1 a7 =—L|777
8 8 8

-1 0 80 0 1)\{-1 0 8 20
0,25
On calcule alorsle vecteur : M. X, =1 0,35
0,40

P est la matrice des
coordonnées des vecteurs
propres exprimésdansla

base canonique.

Ce qui donne une tendance a long terme : A ale ballon 25% du temps, B 35% du temps et C 40 % du temps.
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ANNEXE : QUELQUES PROPRIETES DES MATRICES STOCHASTIQUES

Soit M = (aij )1<i§n € Mn(R) .

1<j<n

On dit que M est stochastique suivant lesligness :

(i) e [Lnlhaye[0; 1 e vie[tn], Ya -1
j=1

On dit que M est stochastique suivant les colonnessi 'M I'est suivant les lignes.

Propriété 1
Soit M une matrice stochastique. Alors 1 € Sp(M)

Démonstration :

Supposons M stochastique suivant les lignes.

1 1
On aalors M|:|=
1 1
1
Donc 1 est valeur propre de M associée au vecteur propre X| :
1

Si M est stochastique suivant les colonnes alors, d'aprés ce qui précéde : 1 € Sp(‘M)
Or, on rappelle que:
Yoy M) = det('M — Al) = det(‘'(M — Al)) = det(M — Al) = 3y (L)

Donc: Sp(M) = Sp(‘M)
D'ou : 1 e Sp(M)
Propriété 2

Le produit de matrices stochastiques est stochastique.

Démonstration :
Soient A = (g;) et B = (byj) deux matrices stochastiques suivant leslignes.
Notons C = (c;;) le produit AB.

n
On sait que: Cj= Zaikh(j
k=1

Or, aji et by sont dans [0 ; 1], d'ol :

n
EtcommeZaikzl: O<g¢g;<1
k=1
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Deplus: Zn:qj = » ayhy = Zn:{aikzn:b;q]= Zn:aik x1=1
j k=1

j=1 j=1 k=1 k=1 j=1

Donc C = AB est hien stochastique suivant leslignes.

Remarque :
1

OnavuqueX| : |est un vecteur propre de A et de B pour lavaleur propre 1.
1

Onaadlors: CV=ABV=AV=V

Donc X est aussi un vecteur propre de C pour la valeur propre 1.

n
On retrouve alors: z G =1
=1

Supposons maintenant A et B stochastiques suivant les colonnes, alors:

'(AB) = 'B'A est stochastique suivant les lignes donc AB est bien stochastique suivant les colonnes

Exercice : démontrer que I'image d'un vecteur de probabilités (C'est-a-dire un vecteur stochastique suivant sa

colonne) par une matrice stochastique suivant les colonnes est un vecteur de probabilités.

Propriété 3
Le rayon spectral d'une matrice stochastiqgueM est égal a1: p(M) =1

Démonstration :
Soit M une matrice stochastique suivant leslignes. (S M est stochastique suivant les colonnes, on applique ce

qui suit '™ et on conclut en utilisant que p(M) = p(‘M).)

Soit ||| . [[| une norme sur My(R) telle que :
VX e Mpa(R), [IMX]| < [lIMIIlIX]] (%)
Commentaire : on dit alors que ||| . ||| est une norme d'Algébre (ou norme matricielle). Une telle norme existe
toujours en dimension finie. 11 suffit, par exemple de choisir une norme ||| . ||| subordonnée a une norme || . || sur
Mn(R) :
Ml = sup || MX]]
IX=1

(Ce sup existe bien par continuité de la norme sur la boule unité qui est compacte en dimension finie (Théoréme de Riesz))

Pour X =0, laréation (*) est clairement vérifiée.

Supposons X # 0 et posons Xo = X ponc [Xoll = 1.

Xl
Comme [|[M|| = ||§<lf|p1” MX[, ona: [IIMII] = [IMXol|
: | MX ||
Or: IMXol| =
I X1l
D'ou: [IIMIIFX]] = [IMX]

D'l ().
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On peut démontrer également que :

VA, B € Mq(R), [IIABII| < [lIAIll 1B

En effet : lIABIIl = sup || A(BX) || < (I Alll sup [[BX{|= [IIAIll I}

IX|I=1 IXI=1

Prouvons maintenant la propriété 3 :

Cette propriété sera trés utile pour
les démonstrations suivantes.

Choisissonslanorme ||| . ||l sur Mn(R) qui est subordonnée alanorme]| . |, sur My 1(R), ainsi :

[IMIll-- = sup || MX L,
X1}, =1

&1 ... Sy X
Notons M=| : .  |eX=]|":
8y -t @n Xn
Supposons ||X||.. = 1, c'est-a-dire lmax x|=1
<i<n
On a donc nécessairement : Vie[ln], x| <1
n
zaljxl
j=1
Or, danscecas: MX = :
n
D ayx,
j=1
n n n
D'ou : MX||.. = L X | < LX< "
IMX]J. = max ;am max ;m,m max ;m

n
Et comme M est stochastique, Z| a; |=1,dou: [MX||.. <1
j=1

Et donc, en passant ala borne supérieure : IIM]ll.. < 1

1

(Remarque : en choisissant X = | : |, on a|[MX|, = |[X|J., = 1, donc [[M[[l. = 1)

1

Soit A € Sp(M). (Existe car Sp(M) n'est pas vide car, d'apréslapropriété 1, il contient 1)

Soit V un vecteur propre associé a A tel que |V, = 1.

Alors: MVl < [[IMI|l:[ M- < 1
VI < 1
A <1
D'oli p(M) < 1 et comme 1 € Sp(M) : p(M)=1
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Propriété 4
Soit M une matrice stochastique telle que la valeur propre 1 soit simple et dominante! . Alors

lasuite (M"), .  converge

Démonstration :

Soit M une matrice stochastique & m lignes et m colonnes (m € N).

e Supposons que M est diagonalisable, alors e résultat est immédiat puisque :
3P € GLy(C), 3A € D(C), M=PAP*

(Dm(C) désigne I'ensemble des matrices diagonal es d'ordre m a coefficients dans C)

A 0
Notons A= OU{A1; ... Am} = Sp (M)
0 A
Une récurrence facile donne : M"=PA"P !
Al 0
Et A" =
0 an
Or, p(M) =1, donc lesvaleurs propres Ay ; ... ; A SONt de module inférieur ou égal a 1.

De plus, cesvaleurs propres sont différentes de —1. (Sinon 1 ne serait pas valeur propre dominante)
La suite (A") converge donc vers une certaine matrice A., diagonale avec que des 1 et des O sur la diagonale
(lavaleur propre 1 apparait, par hypothése, une seule fois sur la diagonal )

Soite e R}.Onadonc: 3INeN,VneN,(n>N = |JA"- A <e¢)

Posons M., = PA,P*. On aalors:
M"—M,=PA"P - PA P =PA"-A,)P*
D'od, pour n > N [IM" = M.l < [IPIIl < [IA™ = Al > P < [Pl e Pl < &
Cequi prouve bien que la suite (M), .  converge vers M.,
e Dans le cas ou M n'est pas diagonalisable, on la trigonalise par blocs triangulaire (possible puisgue le
polyndme caractéristique de M est scindé sur C) :
3P € GLy(C), 3T € M(C), M=PTP*!

et comme 1 est valeur propresimplede M, on a:

1|0
T= (6\7\] ol A € Mp,1(C) triangulaire supérieure

Et comme 1 est valeur propre dominantede M, ona:
p(A) <1
Puisque le polyndme caractéristique de A est scindé sur C, on a, d'aprés la décomposition de Dunford :
A=D+N
ol D est diagonalisable avec Sp (D) = Sp_(A), N nilpotente, DN = ND.

@ On dit lorsque M est ergodique. 11 existe d'autres critéres d'ergodicité, voir les ouvrages spécialisés.
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Comme N et D commutent, on a d'aprées laformule du binbme de Newton :

2 (n
A"=D"+ D" KNK
2l

Notons p I'ordre de nilpotence de la matrice N. (On ap = 2 puisgue M est supposée non diagonalisable)

Pour tout n = p, on adonc :
p-1 n
A'=D"+ > D" N
k=1 k

n
Ennotant K= max (k] [IN ||k, il vient :

1<sk<p-1
p-1 p-1
IAI" < DI + K Y D% < DI + K DI > | D P+
k=1 k=1
1k (- [D )P
IAI < DI + K IDIP** > I DI < IDI" + K ID]"** TLpf | mmes© <L onaipl-1
k=1 -~

Comme les valeurs propres de D sont toutes de module strictement inférieur a1, on a:

IPI" ———0
n—oo

Il vient : IA'——— 0
n—oo

Vs 1|0
D'ou : Tnv) 0lo

1|0
Cequi prouve bien que la suite (M"),, .  converge vers M,, = P(o-—o] Pt

Propriété 5
Soit M une matrice stochastique telle que la valeur propre 1 soit smple et dominante. Alors:

Pour tout vecteur de probahilité X, de M,(R),

la suite (M"Xg)n < » cOnverge vers l'unique vecteur de probabilité V invariant par M.

Démonstration :

On avu que dans ce cas, la suite (M™),, .  converge vers une certaine matrice M.,.
Donc la suite (M"Xo), < n converge vers le vecteur M, Xo.

Mais la suite (M"Xo), < « Vérifielarelation de récurrence : M™ X, = M(M"X,)

Donc, salimite est un vecteur Vtel que: V=MV (Vecteur propre pour 1 ou vecteur invariant)

Or, SEP(M, 1) est dedimension 1 et V est un vecteur de probabilité (car X, I'est) donc V est unique.
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