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1. Convergence. Divergence. Généralités

1.1. Définition

¢ Ondit qu'une suite (u,) convergeversunréd ¢/ s :

Vee R;,ANeN,Vne N, (n=N = |u,— /| <¥)

. , .. . . Avec les quantificateurs, la divergence sécrit :
e S unte réd / n'existe pas, on dit que (u,) diverge. VieR3ce R, YNeN,3ne N, (1> N el >¢)

e Ondit qu'unesuite (u,) divergevers+owo s :
VAe R;,INeN,Vne N, (n>N = u, > A)
e On dit qu'une suite (u,) diverge vers —oo s (—Uy) diverge vers +oo, autrement dit :

vBe R;,INeN,Vne N, (n>N = u, <B) B=-A

Exemples de manipulation directe de cette définition :

1. Démontrer que la suite (u,) définie par u, = (—-1)" diverge.

Supposons au contraire qu'elle converge vers un certain réd /£ :

Vee R;,ANeN,Vne N,(n=N = |(-1)"-/| <)
1
Avms=§,celadonne:

INeN,VneN, (N> N :e—% <(—1)“<e+%)

Pour un entier n pair tel quen>N,ona:(—% <1<€+%
Donc: (e[i,é]
2 2

Pour un entier nimpair tel quen > N : (—% <—1<€+%

Donc: (e[—é,—i]
2 2

Absurde, donc (uy,) diverge.

On verra plusloin une autre démonstration a |'aide des suites extraites.

(=D"

2. Démontrer que la suite (v,) définie par v, = ~——— converge.
n
Le calcul des premiers termes de (v,,) nous améne a la conjecture : (v,) converge versleréd 0. Montrons-le.
Fixonse € R.

On cherche a prouver I'existence d'un entier N tel que:
Vne N, (n=N = |[v|<¥¢)

Cest-a-dire: vneN,(n=2N = 1<ng)

vneN,(n=N = n>£)
€
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On congtate qu'il suffit de choisir : N= E(£)+ 1= 1
€

Donc (v,) converge vers 0.

1.2. Propriété Unicitédelalimite

Si (un) converge alors salimite ¢ est unique

Démonstration :

Soit & € R’ . Supposons :
e (uy) convergevers/; : ANy e N, Vne N, (n= Ny = |u,— l4| < ¢)
o (uy) convergevers /s : N e N, Vne N, (n= Ny = |uy— £ <€)
Posons N = max(N; ; N,). Alors:

vne N,(n=N = |1 — 0l < |1 — U]+ |Un — lo] < 2¢)
En faisant tendre € vers 0, on obtient : li=1,

Notation :

la convergence de (u,) vers ¢ senote: |lim u,=¢ ou U, —

n—+oo e

+00

ladivergence de (u,) vers+oo senote: lim u,=+o 0U U,

nN—+c

1.3. Définition Suites de Cauchy
On dit qu'une suite (u,) est de Cauchy s :
Vee R:,INe N, V(p,q) e N>, (p>g =N = |u,— Uy < g)

Remargue : par négation, (u,) n'est pas de Cauchy lorsque:
Jee R, YNeN,3(p,q) e N>, (p>q=>N & |u,— Uy > &)

1.4. Propriétés
(un) converge = (u,) de Cauchy = (u,) bornée

Démonstration :

Supposons que (u,) converge versun réd /. Soite € R . Ona:
INeN,VneN (n=N = |uy,— /¢ <¥)

Soient maintenant des entiers p et q telsque : p>qg=>N
D'aprés|'inégalité triangulaire, on a:
up —Ugl < Jup— 4]+ Jug— 4] < 2¢

Cequi prouve que la suite (uy,) est de Cauchy.

(On verra, plusloin que, pour les suitesréelles, laréciproque est vraie)
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Comme (uy,) est de Cauchy, onaavece=1etq=N:

IN;eN,VpeN,(p=N; = Juy,—un| < 1)

Clest-a-dire: Pp=2N; = un-1<u<uy+1
Posons : M = max{|ug| ; -.- ; [Un-1] , [un + L[}
Ains : vne N, |u | <M

Donc (u,) est bornée.

Exemple:
Montrer |a divergence de la suite (u,) définie pour n € N” par :

<
un_;k

Pour tout N e N*, on a:

2N N
1 11 1
Uy — Un = —— —= +..+ —>N
N Zk Zk N+1 2N

k=1 k=1

1
2N

(Série harmonique)

Dong, il existeun ¢ (asavoir %) tel que pour tout entier N € N, il existe un couple (p, g) € N? (asavoir g= N

etp=2N) vé&ifiantp>q> N e |u,— Uy > &.

Cequi prouve que la suite (u,) n'est pas de Cauchy.

D'aprés la contraposée de 1.4., on en déduit que (u,) ne converge pas, donc (u,) diverge.

On verraplusloin que (u,) diverge vers +oo.

1.5. Opérations algébriques sur les suites convergentes

a) (un) convergevers /; et (v,) convergevers/, = (Un + V) convergevers /y + (o.

b) (u,) bornée et (v,) convergevers0 = (unv,) converge vers 0.

¢) (un) convergevers /; et (v,) convergevers /, = (UpVy,) converge vers (10,.

d) (u,) convergevers/ e R™ = (ij convergevers%.
n

Démonstration :

a) Soite e RY.

HNleN,VneN,(n>N1 2|un_(l|<8)

3N2€N,Vﬂ€N,(ﬂ>N2 ﬁan—leﬁg)

Posons N = max(N; ; N,). Onaalors:

N=N = |(Uy+Vp) — (l1+ )| < [Up— Lo| + Vo — 0o < 2¢

Cequi prouve que (U, + V,) converge vers (1 + (5.

b) Comme (u,) est bornée:
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IMe R, VneN, |u|<M

Soit &£ € R . Comme (v,,) convergevers 0 :

ANeN,VneN,(n=N = v < ﬁ)
Donc: N=N = |uvy <ce
Cequi prouve que la suite (unv,) converge vers 0.
c) On écrit: UnVn — L1l = (Up — £0)Vn + £1(Vn — £2)
Ona:
U= 1 -~ 0
(V) bornée (car convergente)

D'aprés b), on déduit (Uy — (1)Vq —— O
De méme, on montre que /1(va — f2) ——— 0
Et d'apres @), on déduit uv, — (14, — 0 d'ouc).
d) Quitte a changer u, en son opposé, on peut supposer ¢ > 0.
Comme (u,) convergevers ( :

Vee R;,ANeN,Vne N, (n=N = |u,— /| <¥)
En particulier avec ¢ = g , on obtient :
IN, e N, vneN,(n>N; = o<§<un)
Soit ¢ € R’ . Toujours, comme (u,) converge vers / :

3N2€N,Vﬂ€N,(ﬂ>N2 = |Un—(|<8)

Pour n = max(N; ; N;) onaalors:

. 1 1
Ce qui prouve que (u—j converge vers k
n

1.6. Opérations algébriques sur les suites divergentes vers +o

a) (uy) divergevers+o = (ij converge vers 0.
n

b) (un) convergeversO et (u,) strictement positive = (uij diverge vers +o.
n

c) (un) convergevers( > 0 et (v,) divergevers+owo = (UyV,) diverge vers +o.
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Démonstration :

a) (un) divergevers+o : VAe R;,INeN,Vne N, (n>N = u, > A)

Soite € R . Pour A= E, on obtient :
€

INeN,VvneN (n=N = u,=>-)
€

Par décroissance delafonction inverse sur R :

INeN,VvneN,(n>N =

Donc (ij converge vers 0.
n

b) FixonsA e R’ . Comme (u,) converge vers 0, on aavec ¢ = % :

INeN,vneN,(n>N = uHS%)

\%

INeN,VvneN,(n=2N = 1 A)
un

Donc (ij diverge vers +oo.

n
¢) Comme (u,) converge vers ¢ > 0, on obtient avec ¢ =

£
5
INeN,VneN,(n=N = 0< = <)

Comme (v,,) diverge vers +o :

VAe R;,IN'e N,Vne N,(n> N' 2Vn>7)

Pour tout n = max(N, N'), on aalors: UV, = A

Cequi prouve bien que (unv,) diverge vers +o.

1.7. Théoréme Suites et applications continues

Soit X une partie non vide de R.

Soit (u,) une suite d'déments de X convergeant versun réd ¢ e X.
Soit f une application continue en ¢ et avaleurs dans R.

La suite (f(un)) converge vers f(¢).

Démonstration :

Soit ¢ € R . Alors, comme f est continueen 7, on &
In eRY tel que: (x—/|<n = [f(x) - f(O)]<e)
Mais la suite (u,) converge vers ¢. Donc pour ceréd n ci-dessus, on peut trouver N € N tel que:

n=N = |u,—{<n
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On adonc, par trangitivité desimplications :

n=>N = |f(u) - f(O)l<e

Ceci prouve que la suite (f(u,)) converge vers f(/).

Dans la pratique, on utilise souvent la version contraposée de 1.7, en ce sens: si (

s les suites (f(un)) et ((f(vn)) convergent vers des limites différentes, alors f n'est

Exemple:
Soit A € [-1, 1].
Soit : fiR—>R
{cosl s xeR"
X = X
A six=0
Alors f n'est pas continue en 0.

En effet, supposons le contraire.

Considérons la suite (uy) définiepour n € N’ par : u, = P
nn

Up) €t (vn) convergent vers / et

pas continue en /.

Comme on a supposg f continue en O, le théoreme 1.6. permet d'affirmer qu'alors:

fUn) ——~ f(0)
Or: vne N, flu)=1 e f(0)=2r
Donc: r=1
Mais, considérons maintenant la suite (v;,) définie pour n € N par :
1

= T+ 27n
2

Le méme raisonnement que ci-dessus montreque: A =0
D'ou une contradiction.

Donc f n'est pas continue en O.

1.8. Conséguence du théoréme 1.7.

Soit X une partie non vide de R.

Soit f continue sur X telle que f(X)  X.

Soit (u,) la suite définie par : { Uo € X
" . Up,g = f(Uy), VNeN

Si (un) convergevers/ aors f(¢) =/

Démonstration :

Immédiat en passant alalimitedans|'égalité:  un1= f(uy)
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1.9. Exercice : théoréme de CESARO

Soit (u,) une suite convergeant versun réel /.

. P « . Autrement dit, le théoréme de Césaro
Alorslasuite (v,) définie, pour ne N, par: v, = ZUK _
affirme que la convergence entraine la

convergence en moyenne.

converge également vers /.

(On dit que (u,) converge en moyenne vers ¢ ou converge au sens de Césaro)

Démonstration :

Fixonse € R.
Comme (u,) convergevers ( :
INe N, Vke N, (k=N = |u— /| <g)

Pour n>N, ona:

1 n
Vp— (== Z(uk—f)
n k=1

13 1 1 <
Vo — 4] < FZ|Uk_€|<FZ|UK_€|+F z lu,— 7|
k=1 k=1 K=N+1

N
Posons A, = 1 Z|uk—€|.
n k=1

Il est clair A, — . Odonc: INeN,VneN,(n=N = |A|<¢g)
Pour n > max(N, N'), on aalors:
X n—N

1
Vo=l < A+ = z lu 2| <e+
k=N+1

£ < 2¢

Cequi prouve bien que (v,) converge vers /.

Compléments sur le théoréme de CESARO :

1. Une suite qui converge en moyenne ne converge pas nécessairement. Autrement dit, la réciproque du
théoréme de Césaro est fausse. Voici un contre-exemple :
Up = (_1)n

_ n
On vu que (uy,) diverge tandis que (v,) définie par v, = (S converge vers 0.
n

2. Lethéoréme de Césaro admet un prolongement pour les suites divergentes vers +o :

Soit (up,) une suite divergeant vers +o.

Alorslasuite (v,) définie, pour n e N', par : v, = 1 ZUK
n

diverge également vers +oo.

Démonstration :
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FixonsA € R.

Par hypothése : INg e N, Vne N, (h= Ny = u, = 3A)
Pour n> Ny, on a:
N, N,
1 & 1 < 1 & n—N,
vnzﬁkZ;uk+ﬁk%: uk>FZuk+3 - A
= =Np+1 k=1
1 N
Posons A, = = >y, @insi Vo= A, +3A-3-2A
n & n

llestclair A, —— O,donc: 3Ny e N, vneN, (n>N; = -A<A, <A

NO
n

De méme, -3 A0, donc :
. No
N, eN,VneN,(n=N, = -~ A<-3—2A<A)
n

Si bien que pour n = max(Nop, N, Ny), on a:
Vi = -A+3A-A
Vh = A

Cequi prouve bien que (v,) diverge vers +o.
Dans cette version encore, la réciprogue du théoréme de Césaro est fausse. (Voir 3.3.)

2. Quelques théoremes de comparaison et d'encadrement

2.1. Théoréme compatibilité avec I'ordre

Si (un) convergeet : vn e N, u, >0 (resp. = 0)
Alors: limu,=0
n—oo

Les inégalités deviennent toutes larges lorsqu'on passe a la limite

Démonstration :

Notons ¢/ = lim uj et supposons ¢ < 0.

n—oo
Pour ¢ = —g (noter qu'on abien € € R?), la convergence de (u,) Sécrit :

NeN,vneN, (>N = u, < - <0)

N

Ce qui contredit I'hypothése de positivité. Donc ¢ = 0.

2.2.Conséguence

S (un) et (v,) convergent et : vne N, u,< vy (resp. u, < vp)
Alors: lim u, < lim v,
n—+wo n—+wo
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Démonstration :

On applique 2.1. alasuite (v, — Up).

2.3. Théoréme
Soient (uy) et (v,) deux suitestellesque: vne N, u, < v,
S (uy) diverge vers -+ aors (v,) diverge vers +oo.

S (v,) diverge vers —oo alors (u,) diverge vers —oo

Démonstration :

FixonsA € R’ . Comme (u,) diverge vers +o :

ANeN,VheN,(n=N = u,= A)
Et commev, = u,:
AINeN,VvneN,(n=N = v, = A)

Donc (vy,) diverge vers +oo.

Idem pour le second énoncé.

Exemple:
Prouver que la série harmonique diverge vers +oo.
D'aprés la décroissance de I'application t > Yl sur 0 ; +oo[ on aimmeédiatement :
vne N, 1 S‘[Mlidxs 1 (Illustrer)
n+1 n X n
1

En sommant, pour nallant de1 &N : 0<In(N+1) < Z—
n
n=1

D'oll la divergence vers +o de la série harmonique.

2.4. Théoréme d'encadrement ou des "gendarmes’

Soient (uy), (V,) et (W) trois suitestelles que:

e INgeN,VNne N, (n=Ny = Uy SV, S W)

o (uy) et (w,) convergent versle mémeréd /.

Alors (v,) converge vers /.

Démonstration :

Soite € R} . Par hypothése:  3IN; e N, Vne N, (n=>N; = |u,— /| <¥)
N e N, Vne N, (n= N, = w,— /] <g)

Pour n = max(No, Nz, Ny), on a: l—e<S<USVpaswW,</(+¢

Donc (v,) converge vers /.
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Exercice :
Soit (u,) la suite définie par : U, =

Démontrer que (u,) converge vers 2.

Pourn> 5,ona:

n-2
U, = i0+ il+ zik+ il+ in=2(1+1) +
G, C /=c c G n

Or, pour toutk € [2,n—2] : Ck>c?> n(n2—1)

n-2
Donc: 0< zik < 2An=3)

~C, n(n-1
D'apreés |e théoréme des gendarmes, on déduit :

n-2

ik 5 0

k=2 Cn

D'ol : Uy — 2

n—o

2.5 Théoreme limite "monotone”
Toute suite croissante et majorée converge

Toute suite décroissante et minorée converge

Démonstration :
Soit (u,) une suite croissante et majorée.

On considére I'ensemble: {u,, n e N}

Cet ensemble éant non vide et majoré, il admet une borne supérieure ¢/ € R :

Vee R, ANe N, /—eg<uy </
Mais comme (u,) est croissante:: vneN,(n=2N = (—-g<uy <)
D'ou: vneN,(n=N = Ju,— /| <¢)
Donc (u,) converge vers /.

Méme raisonnement pour les suites minorées et décroissantes.
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2.5.1. Application : constante d'Euler

On considére la suite u = (u,) définie pour n € N, par :

n
Un = Z% —Inn
k=1

Nous alons montrer, &l'aide du théoréme 2.5. que cette suite converge.

On montre que u est décroissante :

Pour tout entiern > 2, ona: Up— Uy 1= % +In(l—%)
Et, tenant compte de l'inégalité: VX e ]-1, +oof, In(1 + X) < X
On obtient avecX=—%e]—1, o : Uy— U1 <0

Ce qui prouve la décroissance de la suite u.

On montre gue u est positive (i.e. minorée par 0) :

Par décroissance del'applicationt > Yl sur ]0, +oof, On a:

k+1
vk e [1, ], Lj%dté%

En sommant pour k allantdelan—-1:
n n-1 n
I Lot < 21 <Y1
1t k=1 k k=1 k
D'ol : vne N, u,>0
Bilan : la suite u est décroissante et minorée (par 0) donc converge.

Salimite, notéey, sappellela constante d'Euler.

2.5.2. Conséquence du théoréme de la limite monotone

(up) croissante = ((un) converge ou (uy) diverge vers +o)

Démongtration :

Soit (u,) une suite croissante.

o Si(uy) est majorée, alors dle converge, d'aprés 2.5.

e Si(u,) n'est pas majorée: VMe R;,INe N,uy>M

Et comme (u,) est croissante : vne N,(n=N = u, =2 uy= M)

Cequi prouve bien que (u,) diverge vers +oo.

On montre de méme que :

(un) décroissante = ((u,) converge ou (u,) diverge vers —o)
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Application : hypothése supplémentaire pour obtenir la réciprogue du théoréme de Césaro

Soit (u,) une suite monotone.
. 18
Soit (v,) lasuite définie pour n e N par : Vo= = Zuk
n
On suppose que (v,) tend vers ¢ e R.

Alors (u,) tend auss vers /.

Démonstration :
Comme (u,) et monotone, elle converge ou diverge (vers +oo ou —w0). Mais alors, d'apres le théoréme direct de

Césaro, (v,,) aura le méme comportement. Donc (u,) se comporte bien comme (vy,).

2.6. Définition Suites adjacentes

(u,) est croissante
Lorsque < (v,) est décroissante, on dit que les suite (un) et (v) sont adjacentes

Vp — U, — 0
n—oo

Remargue : la condition Vn e N, u, < v, est inutile dans |les hypothéses. Elle découle des trois autres.

2.6. Théoréme Suites adjacentes

S (uy) et (v,) sont adjacentes, alors (uy) et (v,) convergent vers la méme limite £.

Deplus: VYne N, Uy S Uyt <<Vt SV,

Démonstration :

Montrons, tout d'abord : vne N, U, <V,
Posons, pour tout n € N : Wh =V — Uy
Ona: VN e N, Whig — Wh = (Vi — Vi) — (Unsg — Up)

Et d'apres le sens de variation des suites (uy) €t (V) :
vne N, Wy —w, <0

Donc (w,) est décroissante.

Donc: vne N, Vme Ntd quem=nona: w, > Wy, Ci-contre, on démontre (et on utilise)

N . . ' ite décroi ite et it
Et par passage alalimite lorsque mtend vers +oo, on obtient : quiing surfe decroissanie & convergean

vers 0 est nécessairement positive.

vne N,w, >0
Cest-a-dire: vne N, U, <v,
On en déduit encore: Vne N, U <u,<vy< v
On prouve maintenant la convergence des suites (u,) €t (v,) grace au théoreme de lalimite monotone :

Comme, (u,) est croissante et majorée par vy, €lle converge vers un certain réd /.

Comme, (v,,) est décroissante et minorée par Uy, €lle converge vers un certain réel ¢'.

En écrivant enfin : Up = Vp + (Up — Vi)
Un passage alalimite donne : (=0+0
=1
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Enfin, on a nécessairement : vne N,u, </
En effet, supposons le contraire: dno e N tel que ¢ < up,

u, +/
Posons /' ="°T . (7" estlamoyenne de u, et de/ et comme/ < u, ,ona:(</(<u,).

Comme (uy,) est croissante, on a: Yn=ng, ! <uy

Et par passage alalimite: </

Cequi contredit ¢ < ¢'... Donc on a bien : Uy </

On démontre, de méme, que: < vy,

D'ol : Yne N, Uy S Uyt << Vpt SV,

Remarque: s (u,) €t (v,) sont strictement monotones, on a:

Vne N, Uy <Unui <l <Vpg <V,

2.6.1. Application 1 : lenombree

1. Montrer que les suites (x,) et (y») définies par x, = é+%+%+ +% e y,=X,+ % sont adjacentes.

2. Déerminer sept décimales deleur limitee.

3. Démontrer que e est un nombre irrationnd. ] 1
Remarque : on peut également poser y, = X, + o

Solution : Les calculs sont plus simples mais la convergence
(verse) pluslente.

1. Lasuite (x,) est bien sOr strictement croissante.

Montrons que (y,) est strictement décroissante en calculant yn,; — Vi :

1 1 1 1 1 n(n+)+n-(n+13
Ynii—Yn=Xm1t+ —— —Xn— —= + =
(n+DH(n+1) nnl (n+H! (n+DH(n+2)! nnl n(n+H(n+1)!

-1

1= Yn=——"—— <0
Yo =¥ = ()]

Donc (yy,) est strictement décroi ssante.

Enfinon a: yn—xnzi
nn!
Donc: lim (Ya—%) =0

n— -+
Les suites (xn) et (y,) sont bien adjacentes donc admettent une limite commune (que |'on notera €)

2. On adonc, pour tout entier n : X < es<y,
Il suffit de déterminer un entier n tel que: % <10’

n =10 convient. Donc e = x,0 210 " prés.

On obtient : e~ 2,7182818 (410’ prés)
3. Supposonse € Q. Alars, il existedesentiersp et qtelsquee= Ep .
On aurait en particulier : Xq < —p<yq

_ _— 1 - <
Réduisons au méme dénominateur la somme X, = é+%+%+ o . On peut &crire: X, = % ouae N.
! ql !
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D'Ol]: _<_p<i+i
q !

En multipliant par g! : a<p(q—1)!<a+§<a+1

L'entier p(q — 1)! serait compris strictement entre a et a + 1 qui sont des entiers consécutifs, ce qui est
absurde. Donce € R\ Q.
Remargue : ceci prouve au passage, que Q n'est pas complet (il existe des suites de rationnels qui convergent

versdesirrationnels)

2.6.2. Application 2 : moyenne arithmético-géométrique
Soient a et b deux rédstelsquea>b > 0.

Soient (a,) €t (by,) les suites définies par : p=a; bp=>b

vneN, an= an;bh et anrl:'\/anh']

Alors (a,) et (b,) convergent vers une méme limite.
Solution :
Il suffit de montrer que (a,) et (b,) sont adjacentes.

a; +2a,b, +b

br
4 an

vne N, a§+l_b§+l:

(Bust — Br2) @t + Do) = (@f >0 &)

Et comme (a,) et (b,) sont positives (faire une récurrence), il vient :
vne N, ay; = bn
Enfin, comme ay > by : vne N, a, > b,
Bien que ce résultat ne soit pas une hypothése nécessaire du théoréme des suites adjacentes, on I'utilise pour

prouver les suivants:

e En effet, dune part : vne N, an < an;t% < a”;a”San

Donc la suite (a,) est décroissante.
e D'autrepart : VneN,bml—bn:m—bn:\/a(\/a—\/a)>o
(par croissancedet > Jt sur R.)
Donc la suite (b,) est croissante.
e On considére maintenant la propriété g définiepour n e N par :
o)< foo=bil < - fa-b)
* Onabiensir p(0).
* Montronsque pour toutn e N, p(n) = p(n+1):
Supposons @ (n) : [an — bn| < 2—1n la—Dbj
Utilisons la propriété : 0SX<Y=0<(Y-X?<Y-X?
(Pour le démontrer, il suffit demultiplier I'inégalité0 < Y- X < Y+ Xpar Y- X > 0)

CommeO < b, <a, ona:
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(l)(an_bn)z p(n) |a—b|2
<
2

2 2 2
anis = braal” < a7 — b, | < S o2

. 1
Et par croissancedet = Jtsur R, [anis — brit] S —[a—-Db|
2n+1

D'ou p(n+1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :

vneN, o) oo bi < —la-bl
D'ou, par comparaison : lim (a,—by) =0
n— -+
On a donc prouvé que les suites (a,) et (by) sont adjacentes.
Elles convergent donc vers une méme limite (appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. On ne

connait pas d'expression de cette limite mais elle est liée aux intégrales elliptiques de 2°™ espéce...)

2.7. Cordllaire Théoréme des segments emboités
Soient (a,) et (b,) deux suitestelles que:
e VYne N, a,<b,

e VneN, [an+ly bn+l] o= [any bn]

e by—a, —-0

n—o

Alors: 3¢ e R, ﬂ [a,,b,]={7}

neN

Démonstration :

Par hypothése, les suites (a,) et (b,) sont adjacentes, elles convergent donc vers un mémeréd /¢ tel que:

vne N, a,</?¢<b,

Donc: le ﬂ[an,bh]
neN
Soit X ﬂ[an,bh].Alors: vne N, a,<x<b,
neN
Et par passage alalimite: L<X</
Donc: X=/

3. Suites extraites. Valeur d'adhérence. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

3.1. Définition Suite extraite. Valeur d'adhérence

. . N . . Unetelle application ¢ si leune
Soit (up) une suiteet o : N — N une application strictement croissante. ap‘g(tra'(;t,ife_ appdlley

Lasuite (U, ) Sappelle suite extraite de (uy).

S lasuite (uc(n)) converge vers ¢, on dit que ¢ est une valeur d'adhérence de la suite (uy)

Remargue : comme ¢ est strictement croissante, une simple récurrence montre que :

vne N,o(n) =n
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3.2. Théoréme

Si une suite (u,) tend vers /¢ e R alors toute suite ext

raitetend vers ¢

Démonstration :

Par "(u,) tend vers ¢ e R ", il faut entendre :

Casou/ e R "(un) convergevers? € R ou (|u,)) diverge vers+uo"
Soit e € R

Comme (u,) convergevers ( : INeN,VneN (n=N = |u,— /¢ <¥)

Et commec(n) = n: n=N= on)=>N = |un-{<e

Cequi prouve que lastite (U, ) convergevers /.

Casol (= +oo
Soit A e RY.
Comme (uy,) diverge vers +o : INeN,VheN,(n=2N = u, = A)
Et commec(n) = n: n=N= o=>N= u,,>A

Cequi prouve que lastite (U, ) diverge vers-+o.
Casol (=-o

Analogue au précédent.

L'intérét du théoréme 3.2 est sa contraposée :

Sil existe deux suites extraites de (u,) qui convergent vers des limites différentes, alors (u,) diverge.

On retrouve ains la divergence de la suite (u,) définie par u, = (-1)".

En effet, pour tout p € N : Up=1 €t Uy =-1

Les suites extraites (Uyp) et (Upp.1) convergent vers des limites différentes, donc (u,) diverge.

Exercice : divergence de la suite (cos n).

Supposons que la suite (cos n) converge vers un certain réd /.

D'une part : cos(n + 2) + cos n = 2cos(n + 1)cos 1
Par passage alalimite: 2¢ =2(cos 1

Et commecos1+0: (=0

D'autre part cos(2n) = 2cos’ n— 1

Par passage alalimite: (=207-1

Cequi contredit ¢ = 0.

Donc la suite (cos n) diverge.

On montre, par des techniques similaires la divergence de la suite (sin n)

Rappd :

A+B

cosA + cosB = 2cos cos

A-B
2
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Laréciprogue du théoréme 3.2. est vraie. Elle découle, par exemple, du résultat suivant :

3.3. Propriété

(up) tend vers ¢ e R < lesdeux suites extraites (Ugzp) €t (Uzp41) tendent vers /.

Démongtration :

Lesens= est lethéoreme 3.2.

Montrons la réciproque.

Casou/e R

Soit e € R

Comme (up) convergevers?: 3IN; e N, Vpe N, (p= Ny = |uy— /4| <¢)

Comme (Ugp,1) convergevers? :IN, e N, Vpe N, (p =2 N; = ugpur — 4] <€)
Posons N = max(2N,, 2N, + 1).

Soitn = N.

Sin=2p,aorsp>= N, et: [un— /4] < ¢

S n=2p+1 aorsp=> N,et: un— ¢ <€
Danstouslescas, ona: nN=N= |u—/<eg

Cequi prouve que la suite (u,) converge vers /.

Casol (= +oo

Soit A e RY.

Comme (uyp) diverge vers +oo : IN; e N, Vpe N, (p=2 Ny = uy = A)
Comme (Ugp,1) divergevers+oo: 3N, e N, Vpe N, (p= No = Uy = A)

Posons N = max(2N,, 2N, + 1).

Soit n = N.

Sin=2p,aorsp>= N, et: up = A

S n=2p+1 aorsp> N,et: u, = A
Danstouslescas, ona: n=N= u,=>A

Cequi prouve que la suite (uy) diverge vers +o.

Casol ( =-o
Analogue au précédent.
Remarques :

e On peut éendre ce résultat a des familles de suites extraites dont les images des extractrices forment une

partition de N (et afortiori un recouvrement de N). Par exemple (Usp), (Uspi1) €t (Usp.2).

e Soit (u,) une suite telle que toute suite extraite converge vers (. Alors les suites extraites (Ugp) €t (Uzp.1)

convergent vers /. D'aprés 3.3. on en déduit que (u,) converge vers ¢ ce qui prouve la réciproque de 3.2.

Application : contre-exemple a la réciprogue du théoréme de Césaro, version "divergence vers +oo"
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_ [ nsinestpar
" |0sinestimpair
I est clair que (un) diverge (considérer les suites extraites (Upp) €t (Uzp.1) €t utiliser 3.2.)

Montrons, cependant, que (u,,) diverge vers +oo au sens de Césaro :

n
Posons, pour n e N : Vo= 1 Uy
n
k=1
On a, pour toutp e N™ :
2p 2p p p
1 1 1 1 +1
Vop= 75— ) W=—— uk:_ZUZJ:_ZZJ:p_
2P o 2p o 2p o 2p o 2
k pair
2p+1 2p+1 P
1 p(p+1)
= = Uy: = =
T opt1 2. 2p+1 ; k 2p+1; 2] 2p+1jZ 1= Spr1
k pair

Les suites extraites (vop) et (Vop.1) divergent toutes deux vers +oo, donc la suite (vi,) aussi.

3.4. Théoréme Bolzano-Weiestrass

Soit (u,) une suite bor née deréds. Alors, on peut extraire de (u,) une sous-suite convergente.

(Variante : toute suite bornée de réels admet une valeur d'adhérence)

Démongtration :

L'idée générale:

Notons a, (resp. b) la borne inférieure (resp. supérieure) de I'ensemble {u,, N € N}. (Existent car (u,) bornée)
Posons I = [ag, bg] €t ¢y le centrede lo.

L'un, au moins, des deux intervalle [ay, Co] €t [Co, bg] contient une infinité de termes de la suite (x,). (On abien
dit uneinfinité de termes; ce n'est pas forcément une infinité de valeurs)

Notons |; cet intervalle et c; son centre. On réitére le procédé ci-dessus avec e segment | .

On construit ainsi une suite de segments emboités dont la longueur tend vers 0. L'intersection de tous ces
segments est donc un certain réel ¢. En outre, par construction, chacun de ces segments contient au moins un
terme de la suite (u,). On peut donc construire une suite extraite en choisissant a chague fois I'un de ces termes
€t cette suite converge nécessairement vers /.
Mise en forme:
Soient ap = inf{u,, N € N} et by = sup{un, N € N}. Aingi :
vne N, a < u, < by

Pour tousrédlsa et B telsqueag < a. < B < by, notons:

N(a, B)={ne N]a < u, <p}

(N(c, B) est I'ensemble desindices n pour lesquels o < u, < BB)

On sait que N(ao, bg) est infini. Posons ¢, = 30—;'00.
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Comme N(ao, bo) = N(ag, €o) W N(Co, bo), I'un, au moins, des deux ensembles N(ao, Cp) ou N(co, by) est aussi
infini.

Si N(ag, Co) et infini alorson pose a; = ag €t by = Co.

Si N(Co, bo) est infini alors on pose a; = ¢, €t by = by.

Le segment [ay, by] a@ing congtruit est aing tel que N(ay, b;) soit infini.

Supposons maintenant [a,, by] construit tel que N(a,, b,) soit infini. Posons ¢, = & ; B, .

Comme N(a,, bn) = N(an, ¢n) W N(c,, by), I'un, au moins, des deux ensembles N(a,, ¢,) ou N(c;, b,) est infini.
S N(an, ¢n) estinfini alorson pose a,,1 = a, € by = Cp.
Si N(c,, by) estinfini alors on pose a,,1 = C, €t bny = by,
On aains congtruit, par récurrence, une suite ([a,, b,]) de segments emboités :
[a0, bo] o [ay, by] o ... o [an, br] o ...
by -2
"

De plus, par congtruction, lalongueur de [a,, b,] est

Les segments [a,, b,] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

Notons / leur limite commune,

Reste & montrer qu'il existe une application o strictement croissante de N dans N telle que la suite (uc(n))
converge vers /.

Posons o(0) = 0.

Puis, pour tout n € N’, on choisit o(n) égal & un indice strictement supérieur a o(n — 1) qui est situé dans
N(an, by). (11 en existe nécessairement puisque N(a,, by) est infini : on peut, par exemple, choisir le plus petit)

Lasuite (U, ) est extraite de (U,) et a, < Uy, < by donc (U, ) convergevers /.

La réciprogue du théoréme de Bolzano-Wel erstrass est bien sir fausse. Considérons la suite (u,) définie par :
_ [ nsinestpar
" |0sinestimpair

Lasuite extraite (Uzp,1) est constante (égale & 0) donc converge, cependant, (un) n'est pas bornée.

Le théoréme de Bolzano-Welestrass admet de trés nombreuses applications. Nous allons en donner quelques

unes.

3.4.1 Théoreme R est complet

Dans R, toute suite de Cauchy converge.

Démonstration :

Soit (u,) une suite de Cauchy.

Fixonse € R.
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Comme (uy,) est de Cauchy, dle est bornée (1.4.). D'apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut donc en

extraire une sous-suite convergente :

Il existec : N — N dstrictement croissante telle que (uc(n)) converge versun certain réd / :
ElNl € N, vn e N, (n = Nl = |uc(n)—(| < 8)
En outre, comme (u,) est de Cauchy :

N, e N, V(p, Q) e N>, (p=q =Ny = |up— Ug| < &)

Posons N = max(Ny, N,). Ainsi, d'aprésl'inégalité triangulaire :

o(n)=n>=N,

vne N, (N=N = |uy— ] < |un = Uy [+ [Ugry— /I < 2¢)

Cequi prouve bien que (u,) converge vers /.

3.4.2. Théoréme de Heine

Toute fonction numérique continue sur un segment | est uniformément continue sur ce segment .

On rappelle qu'un segment est un intervalle fermé borné.
Démonstration :
Soit f une fonction continue sur I.

Supposons f non uniformément continue sur 1.

Alors: 3¢ € R’ tel que:
vn e R}, 3(x;y) € 17 tel que: (X—y|<n et |f(x) —f(Y)| > &)

En particulier, en choisissant n) = % (ne N,

vne N, 30 ; yn) e 1°tel que: (- Yal < % et |/ (%) —f(yn)l > €) (D)

Comme | est borné, les suites (x,) €t (yn) ains définies le sont également.

D'aprés le théoreme de Bolzano-Wel erstrass, on peut donc en extraire des sous-suites qui convergent.

Soit o : N'— N’ une application strictement croissante telle que la suite (xc(n)) converge.
Notons ¢ salimite. (On a nécessairement / e | puisque | est fermé).

Fixonse' € R} .Onadonc:

IAN;eN,VneN, (n2N; = Koy — 4| < =)

N | e

Mais, d'autre part, pour tout n eN’, on ad'aprés (1) :

1
_ < ——
| Xc(n) yc(n) | G(H)

Comme i tend versO,on a:
a(n)
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M, eN,vneN, (>N, = |—| < &)
o(n) 2
Pour tout n = max(Ny, N,) , on aalors:
g & .
Wotm) = £ < o) = Xom| + Kom — £] < B + B Sg

Ceci prouve que la suite ( y,, ) converge également vers /.
Or, f éant continue sur |, on peut affirmer que les suites (f (X)) € (f(Vam)) convergent vers f(¢).

Donc : INeN,VneN, (N> N = |f(Yom) = fXn)| <2)

Ce qui contredit (1).

Conclusion : f est uniformément continue sur le segment I.

3.4.3. Théoréme

Une suite bornée admettant une unique valeur d'adhérence ¢ converge vers /¢

Démonstration :
Par I'absurde.

Soit (u,) une suite bornée admettant une unique valeur d'adhérence /.
Supposons que (uU,) Ne converge pasvers( :

Jee R, YNeN,Ine N, (n>N &t |u,-/|>¢)
Alorsl'ensemble A={n e N | |u, — ¢| > €} estinfini.

Soit o : N — A strictement croissante. (Existe car A est une partie infinie de N)

Ainsi : vne N, [Usm—¢|>¢

Comme la suite (uc(n)) est bornée (car extraite de (u,) qui I'est), on peut (Bolzano-Weierstrass) en extraire une

SOus-suite convergente :

Il existes' : N — N strictement croissante telle que (uGOG,(n)) converge vers un certain rédl '
Onaalors: vne N, Usoom— 1] >¢
Et par passage alalimite |/'— ¢ = ¢
Donc ¢' = (. La suite (u,) aurait alors deux valeurs d'adhérences distinctes. Contradiction.

Donc (u,) converge vers /.
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4. Quelques applications

4.1. Théoreme Fonction continue sur un segment

Soit | =[a, b unsegment de R et f: 1 — R une application continue.

Alors f est bornée sur | et f atteint sesbornes.

C'est une application du théoréme des segments emboités et du théoréme de Bolzano-Welerstrass.
Démonstration :

1. Montrons: f bornée sur |

Supposons f non bornée sur 1.

Soit c le milieu del.

Posonsa; =aet by =c s f non bornée sur [a, c].

Posonsa; = c et by = b sinon.

En réitérant ce procédé, on construit, par récurrence, une suite de segments emboités :
[a, bl o[ay, by o...o[an by o ...

Sur chacun de cesintervalles, f est, par construction, non bornée.

De plus, par congtruction, lalongueur de [a,, b,] est bz—na_

Les segments [a,, b,] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.
Notons xg leur limite commune.

Comme f est continue en Xy, on a(avece =1) :

Ine RL, Wxel:(X—X|<n = |f(X) - f(x)| < 1)
Cest-adire: dIne R, Vxel:(X=X|<n = f(X)—-1<f(X) < f(X)+1)
Donc f est bornée sur Jxo — 1, %o + [
Comme les segments [a,, b,] ont des longueurs qui tendent vers0, on a:

Vee RY,3NeN :(n>N = b,—a,<g)

Donc, pour un certain N, les segments [ay,, by], n = N, sont contenus dans ]x, — n, Xo + N[.
Or, f n'est pas bornée sur [a,, by] d'ol une contradiction.
Donc f est bornée sur 1.

2. Montrons : f atteint ses bornes

On vient devoir que f est bornée sur |. NotonsM = sup f et m= ir|1f f.
|

Montrons qu'il existe X, dans| tel que f(Xp) = M.

Comme M est laborne supérieurede f sur | :
Vee Ry,Ixel:M-eg<f(X) <M

En particulier, avec ¢ = E: WX, el : M- 1 <f(x) <M
n n

La suite (f(x,)) converge donc vers M.
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En outre, la suite (x,) est bornée. D'apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut donc en extraire une

Sous suite qui converge vers un certain réel xo. Notons o : N"— N’ une application strictement croissante telle
que (X, ) converge vers X
Lafonction f éant continueenxo, ona: M= lim f(Xyq) = f(X0).

n—+o0o

Donc f atteint son maximum.

On démontre, de méme, que f atteint son minimum.

4.2. Théoreme Théoréme spécial a certaines séries dites alternées

Soit z U, une série vérifiant les conditions suivantes :

n=0
i) (uy) estasignesaternés: (vne N, u,=(-1)"|u) ou (Vne N, u,= (D" |u)
ii) lasuite (Uy)n < n CONVerge vers 0

iii) lasuite (Jun|)n < n st décroissante.

Alors dans ces conditions :

lasérie z u, est convergente et lereste R, = ZUK vérifie: sgn(R,) = sgn(Un,1) € |RA| < |Uni4]

n=0 k>n+1
Démonstration :
n
Posons : S = ZUK
k=0
On suppose que:: vne N, uy=(=1)" |uy|

(Lecas Vn € N, u, = (-1)™" |uy| est analogue)
Considérons les deux suites (ay) et (b,) définies par :
an=Sn & b=,
e Ona:
vn e N, ana — ah = Sniz — St = Uznea + Upniz = —|Uznaa| + [Uznyz]
Et comme la suite (|uq[), < v €st décroissante :
vn e N, —|uzn:3| + [Uzniz| = 0
Donc vne N, a1 —a, =0
La suite (a,) est croissante.
e Ona:
vn e N, b — by = Siniz = Sn = Ugni2 + Uznes = [Uznaz| — [Uznaal
Et comme la suite (|uq[), < v €st décroissante :
vn e N, |Uzniz| — [Uznial <O

Donc VYne N, byi—-b, <0
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La suite (by,) est décroissante.
e Ona:
vne N, bh—a,=Sn—-Sn=Una — -0
Lessuites (a,) et (b,) sont donc adjacentes. Notons Sleur limite commune. On adonc :
vneN, Sni < Sns < S< Snip < Sy
Del'encadrement S,y < S < Sy, On déduit :
U1 S S-S0 <0
Del'encadrement S;h,1 < S < Sypep, ON déduit :

0<S- S2n+l < Uzn.2

On adonc: () { Uansg < Fon <0
0<Rpnig SUppso
Ceci prouve dga: sgn(Ran) = sgN(Uzn,1) = négatif
SYN(Reon+1) = SYN(Uzn2) = positif
On peut donc affirmer : vn e N, sgn(R,) = sgn(Un,1)

De plus, en passant aux valeurs absolues dans (), il vient :

{0<|R2n|
O<|R2n+1|

On peut donc affirmer : vn e N, |Ry| < |Un]

< | u2n+1 |
<

| u2n+2 |
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