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Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire d'ordre 1

Soient :
. | unintervalle non vide et non réduit a un point.
. pON’

.« ADC(, M(K))
(A est représentée par une matrice carrée dont les coefficients sont des applications continues de | dans K),
. B OC(, KP)

(B est représentée par un vecteur colonne dont les coefficients sont des applications continues de | dans K).

. to 01 etY,DKP. On parle d'équation différentielle linéaire

. . . . . . vectorielle du premier ordre (ou de systéme
Alors, il existe une unique solution au probléme de Cauchy suivant : o _ e
différentiel linéaire du premier ordre) défini(e)

Y=AY+B et Y(to) = Yo par une condition initiale.

Démonstration :

Déja, remarquons qu'une application Y (de | dans KP) vérifiant Y' = AY + B est nécessairement de classe C* (car A
et B sont continues)

On commence par transformer |'équation vectorielle en une équation intégrale.

Si Y est une solution du probléme de Cauchy, alors pour tout t [ 1, en intégrant I'équation Y'(u) = A(u)Y(u) + B(u)

pour u alant dety at, on obtient :
OtOol, Y() - Yitg) = j:o A(U)Y(U) + B(u) du
Et tenant compte de la condition initiale Y(tp) = Y :
OtO1, Y = Yo+ J':O AU)Y (U) + B(U) du

Réciproquement, toute application Y de classe C' vérifiant I'équation ci-dessus est solution du probléme du
Cauchy.

On adonc I'équivalence :
t
(Y=AY+B e Y(t) =Yy = Y=Yo+ j AU)Y (U) + B(U) du
to

On suppose que | est un segment [a, b]
Notons E = C(I, KP). (E est I'espace vectoriel des applications continues de | dans KP)
On rappelle que E muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.
En effet, comme | est un segment, les éléments de E sont des applications bornées. Soit (f), 0w Une suite de
Cauchy délémentsde E. Alors:

DeORY, INON, O, ) ON% (p> g2 N = [Ifp— foll < ©)
Pour untel rang N, onaalors:

OxO1L(P>g=N = [[fp(¥) = fo®)lk <€)

Lasuite (fn(X)) nown st donc de Cauchy dans KP complet donc converge vers un éément f(x) O KP.

On définit ainsi une application f O C(I, KP).
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f est bien continue car limite uniforme d'applications continues puisque en faisant tendre q vers +o, on a:

If = foll. < €
Deplus, f est bornée puisque : Flko < UIF = Folls + MIFolo
On abien prouvé que E est complet. C'est donc un espace de Banach.
Revenons ala démonstration du théoréme de Cauchy-Lipchitz.
On considére I'application :
®:E - E
FioF): 1 - KP

Pour intégrer un vecteur, on

intégre chagque coordonnée.

t Yo+ j: A(U)F () + B(U) du

(P est bien définie puisque ®(F) est continue (car dérivable) sur |)
Montrons que ® admet un unique point fixe.
Soient F et G deux élémentsde E :

O - OO = [ AUFW - GWw)du

D'ol: [P(F)(®) - S(C)(HIl <

Comme Mp(K) est de dimension finie, les normes d'applications linéaires sont continues, donc :

IAW)F() - W) < IAWIIF(U) - G
Or, A(u) 0 M,(K), donc en notant A(u) = (a(1), on a: [IAU)]| = max fa(u)] < max [yl
] [Py

En posant k = max |ay||, on obtient : [|®(F)(t) = ®(G)(®)|| < K It = to| [IF = Glk
I,

Montrons par récurrence la propriété :

P n K"
0 (n) : @ (F)(t) = PHG)(D)l <
Onvient devoir quel'ona O (1).

Supposons [ (n), alors:

™ F)® - 2"HG) DIl <

<

j : |Au)@" W) - " ()| du

to

N N kn+1|t —t |n+l
" F)(t) - D" OB € ———2—
[®™(F)(1) )l (n+D)!
Cequi est O (n + 1). Du principe de récurrence, on déduit : On O N”, 0 (n).
En passant ala borne supérieure pour t [ [a, b], on obtient :
Kb -

n

o) - o@)h < LA E -

[ 1AFE W - Gy

t = to"
Kbl e — g,
n!

t n _ n
[ b=l e g, au
n:

IF = Glk.

. k'b-4d" . o .
Comme la quantité |—'aj tend vers zéro lorsque n tend versl'infini, il existe un entier N pour lequel :
n!

kNlb_ a.|N
N!

<1
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En conséquence, ®" est contractante.

Comme E est complet (et fermé), le théoréme du point fixe permet d'affirmer que ®" admet un unique point
fixeYOE.

Onaalors: ON(@(Y)) = D(@N(Y)) = B(Y)

Par unicité du point fixe de ®", on en déduit : DY) =Y

Donc ® admet un point fixe Y.

Si Z était un autre point fixe de ® aors Z serait point fixe de ®" et donc Z =Y.

En conséquence, @ admet un unique point fixe Y.

t
Il existe donc un unique Ytel que Y =Yy + J. A(U)Y(u) + B(u)du, ce qui démontre le théoréme de Cauchy-
to

Lipschitz linéaire d'ordre 1 sur un segment.

On suppose maintenant que | est un intervalle quelconque (non vide et non réduit a un point)

On construit alors une suite croissante de segments [a,, by] contenant to dont laréunion est |.

D'aprés ce qui précede, il existe une unigque solution Y,, au probleme de Cauchy sur [a,, by].

Et par unicité, pour tout n O N, larestriction de Y,.; a[a, by] coincide avec Y,.

On définit alors: Y(t) =Y (t) s t O [a,, by

Onaains construit une solution du probléme de Cauchy sur |.

Reste a prouver |'unicité : soit Z une autre solution du probléme de Cauchy sur |, alorsil existeunréel t; O | tel

que Z(ty) # Y(t,), ce qui contredit le théoréme de Cauchy-Lipschitz sur un segment contenant t;.

Théoréme de Cauchy-Lipschitzlinéaire d'ordre 1 Page 3 G. COSTANTINI



