C.N.S. DE DIAGONALISABILITE D'UN ENDOMORPHISME

Soient E un [K-espace vectoriel de dimension finien et f O L(E).

f est diagonalisable = [P O K[X] annulant f qui est scindé et aracines simples.

Applications:
0 1
0
a SoitA= 0 M (C). Démontrer que A est diagonalisable.
0 1
1 0

b. Soient ADGL(C) et pON’". Démontrer que: A est diagonalissble « AP est diagonalisable

Démonstration :

Supposons f diagonalisable.

Alors E admet une base (e, ... , €,) de vecteurs propres.

Notons: So(f) ={As, ..., A} (p < n)lespvaleurspropresde f deux a deux distinctes

P
Posons : P= (X=A)
[]

Ce polynéme est scindé aracines simples. Montrons que P(f) = 0.

p
Ona: P(f) = I_J(f—Aild)

Vérifions que P(f) sannule en chacun des vecteurs propres. Soit k 0 [1, n].

P
Lanotation .Ol(fi = Ajld) prend ici un sens
iz

MOICHE ié(f — Aild)(ex)

car les endomorphismes fi — Aild commutent.

Notons A; (pour un certainj O [1, p]) lavaleur propre correspondant a e.

Comme les endomorphismes (f — A;ld) commutent (puisgue ce sont des polynémes construits avec le méme

endomorphisme f), on peut écrire :
P(f)(ed = é (f = Aild) O (f = Ajld)(e)
i£]
Et comme (f — Ajld)(e) =0, on en déduit :
P(f)(e) =0

P(f) est un endomorphisme qui sannule sur tous les vecteurs d'une base, c'est donc I'endomorphisme nul :

P(f)=0

Réciproquement, supposons qu'il existe un polyndme P scindé, aracines simples, tel que P(f) = 0.
p

Notonsle: P:a”(x -\;)  avecles) distincts2a2eta 0K’
1=

Quitte adiviser P par un certain scalaire, on peut supposer a = 1. Cela ne changera pas nos hypothéses sur P.
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p
Posons, pour tout j O [1, p] : P = |_| (X =27)

1=1
]

I est clair que Pj(X — A;) = P et que les polyndmes Py, ... , P, sont premiers entre eux dans leur ensemble (il n'ont
aucun diviseur commun).

D'apres |e théoreme de Bézout :

n
Uy, ..., Up DK[X] telsque Y U;R=1
i=1

n
En passant aux endomorphismes : Z(Ui R)(f)=1Id
i=1

Soit maintenant x O E. On adonc :
n
x= " (UiR)(f) ()
i=1

Notons: X% = (UiP)(f)(x) = Ui(f) o Pi(H)(X)
On aadlors, P étant annulateur de f :

(f = Aild)(x) = Ui(f) o P(f)(x) = Ui(f)(0) = 0
Autrement dit : X O Ker(f — Ajld)

{0 s A 0Sp(f)

or: Ker(r = Ald) = {SEP(fJ\i) si A OSp(f)

Bilan : chague vecteur x de E sécrit comme une somme de vecteurs qui sont soit nuls soit dans des sous-espaces

propres de f. Comme on sait que |es sous-espaces propres sont en somme directe, on a, apres réindéxation :
q
E= DlSEP(f,)\i )
1=

Ce qui prouve que f est diagonalisable.
Application :
a. Soit B(ey, ..., €,) unebase et f I'endomorphisme tel que A = matg(f)

On constate que :
f(e) =&,
Ok O [2,n] f(a) = &1
On en déduit facilement que: f"=1d

Autrement dit, le polyndme P = X" — 1 est annulateur pour f et donc pour A.
Et commeil est scindé, & racines simples sur € (ses racines sont les racines ™ de I'unité), on en déduit que
f, et donc A est bien diagonalisable.
b. = : supposons A diagonalisable.
(P OGL,(C) tellequeA=P D P ol D est une matrice diagonale.

-1
Onaalors: AP=P DP P " ou DP est une matrice diagonale.
Donc AP est diagonalisable.

0 : supposons AP diagonalisable.
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Alors, il existe un polynéme annulateur de AP qui est scindé et aracines simples.

Le polyndme minimal P = (X — Ay)...(X — A;) vérifie ces conditions.

Or, Aétantinversible, AP I'est également. Donc les valeurs propres de AP sont non nulles.

Donc : (AP =Al) .. (AP=A 1) =0 OUAy, ... A, OC sont distincts

Dans C, chacune des équations XP— A, =0, (1 < k < r) admet exactement p racines A; (car A % 0).

Les nombres Ay; sont distincts deux a deux. (En effet, Ayj = Axj = )\ﬁ'j = )\ﬁ.'j. = MA=Ag)

Il existe donc un polyndme annulateur de A qui est scindé et aracines simples:

r

p
H (A=A ;1)=0
= ]:

Et par suite, A est diagonalisable.
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