INTEGRALES DE WALLIS ET FORMULE DE STIRLING

1
1. Pour tout entier naturel n, on posel, = .[02 cos’t dt . (Intégralesde Wallis)

&) Calculer explicitement 15, €t 15541
I

. . L. o |

b) Démontrer que lasuite ()0 st décroissante. Endéduire: OnO N, 1 < -0l <N
In+2 In+2
c) Démontrer que: I ~ .
+0o

. . o T

d) Démontrer quelasuite (N + 1)l,lh1) non €st constante. En déduire: I, ~ o
+00 n

] n .
2. On considére la suite (u,) définie par : u, = L(E) pour n O N,
Vnin

a) On pose v, = In(uy), pour n 0 N, En étudiant V.1 — Vi, démontrer que la série de terme général v,

converge. En déduire que la suite (u,) converge vers une certaine limite £.

b) A I'side delaquestion 1)d), démontrer que £ = +/21.

n
¢) Endéduirelaformule de Stirling : n ~ (Ej vJ2m

1 a Onaimmédiatement:lozg etl, = J';costdtzl.

n+l

Pour tout n = 0, onapar IPP: (u(t) = (cost) et V'(t) = cost)

Ine2 = I 2 (cost)" cost dt = [(cost)”"lsint] 2+(n+ 1)‘[ 2 (cost)"(sint)? dt
0 0

Ini2 = (n + 1)(|n - |n+2)

n+1
+2

Inso = In

. n-1
(Variante: I,= —1,,_, pour tout n > 2)
n

Onendéduitimmédiatement:IZ:EIO:E ; I3:EI1=E ; |4:§|2:3_n
2 4 3 3 4 16
Formule générale:
! . 2p-1_2p-3 1
Sinpar(n=2 lp)y= —— X% N gy |
pair ( p) 2p 2p  2p-2 20

p)in_ _ Chm
22p+l(p!)2 - 22p+1

IZp:

Si nimpair (n=2p + 1) lope1 = 2p_,2p=2, 2

Iy

2p+1 2p-1 3
L2’
2pt+l — (2p+1)|
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b) On a, pour tout n 0 N et tout t [ [0, g] :0 < cos™t < cos't

Enintégrantpourtallantdeoag: 0<lp <lIy

En conséquence, lasuite (1,) est décroissante.

Onadonc: O0<lpor<lp <I,
| |
Et comme |l >0 1 -0l ¢ N
In+2 In+2
I n+2
¢) Onavuque: o= @)
I n+2 n+1
D'ou: 1< Jna  N*2
[ o n+1
o I S .
Par encadrement, on en déduit que —™* admet une limite égale a1 en +oo.
n+2
Autrement dit : Iy ~ lhet 2

+00
d) Montrons enfin que la suite (u,) définie par u, = (n + 1)l 141 st constante :
@
U1 =(N+2) lnia ey = (N+1) I 1 = Uy,
. . T
Lasuite (up) est donc bien constante. Et comme up =g 11 = > ona:0OnON, u,=

En multipliant I'équivaent (2) par (n + D)1, :

(n+l)| - un

D'ou: I, ~ 1/—
\/2(n+1) +o \ 2N

On retiendra ce résultat trés utile :
cost dt ~ 1’_
J‘ ( ) 2n

I
2

2. @) Il estclair que: OnON’, u,>0
u (n+1)! n n" “% 1
Vi1 — In( ”+1J In - X X ex ] =1- (n+ ] In(1+ ]
Un n! n+1 (n+1)”+l n+1 2 n
Or, on sait que: In(1+1]: 1 i+ O(ig]
n n  2n? n
D'ou:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ve —Vp=1-[n+2][Z- =+0 =1-1+ —- —+ = +0[=|=0[=
mho ( ZJ(n 2n? (n3D 2n  2n  4n® (nZJ (nzj

Or, lasérie de terme général —- converge. Donc |a série de terme général vi.q — v, €galement.
n

Il en va donc donc de méme de la suite (v,,) et donc de la suite (uy).

Et commeu, = € , lasuite (u,) converge vers un certain réel ¢ > 0. (Puisque (v,) converge)
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b) Onadonc: U, ~ £

+o00

n
Cest-adire: nl ~¢ (EJ vn
e

+o00

On détermine £ & l'aide d'un éguivalent connu dans lequel intervient des factorielles, comme par exemple
I'équivalent desintégrales de Stirling :
n
Ih= j 2costdt
0

On avu les deux résultats suivants :

i
2n
I = (2n)! m
22"(n1)? 2
En conséguence : F ~ m L
an +o 22"(yn"e"Vn)? 2

D'oul ¢ ~ J2m

+o00
Et par passage alalimite lorsque n tend verslinfini :

Vo

. n
Conclusion : (—)
e
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