DECOMPOSITION D'UNE PERMUTATION EN CYCLES

Toute permutation o O S, \ Id sécrit de fagon unique (& 1'ordre prés des facteurs) o = ¢,C; ... ¢, ol les ¢; sont des

cycles a supports digoints (deux a deux).

Démonstration :

L'idée générale est que I'ensemble des o-orbites est une partition de S, et que chague o-orbite (non triviale)
définit un cycle.

Formalisons:

Soito 0 S\ Id.

Existence :

Notons A, Ay, ... A, les g-orbites. On adonc :
[1,n]=A.0A;O...0 A (union digointe)

o(x) s xOA

Pour tout i O [1, r], définissons ¢ par : c(x) = { _
xs xOA

Alorsc; est soit I'identité, soit un cycle car :
XOA = Orb.. . (x) ={x} (carxestfixepar c)
xOA = Orb;.(x)={ q"(x) k07 ={c"(x), kO Z} =Orbeg>(X) = A

(Car, s x O A aorsa(x) O A, donc ¢2(x) = 6(a(X)) = 0(X), donc par récurrence facile : ¢¥(x) = a¥(x))
Donc il y aau plus une ¢-orbite non réduite a un éément, ce qui prouve bien que ¢; est I'identité ou un cycle.

Enfin, posons : S=CCy... G

Montrons que s = a. Soit x [ |1, n]. Notonsi I'unique indice tel que x O A,

Onaalors: Oj#i,¢(X) =x et c(x) =a(x)
En outre: Oj #1, ¢(a(x)) = a(x) car a(x) O A
D'ou s(X) = o(X)
Cedt-adire: S=0

Enfin, on retire du produit les éventuels ¢; qui sont I'identité pour obtenir aprés réindexation :
0=0C1..Cp

Unicité:

Supposons que d;, ..., dq sont des cycles a supports disjoints tels que :
0=0d;..0dg

Soitj 0 [1, q]. Soit x un éément du support B; de d.

Comme les supportsde d;, ... , dq sont disjoints deux adeux, seul d; a un effet sur x :

o(x) = di(x)
Donc, par récurrence : Ok O Z, 6"(x) = df(x)
Cest-adire : Orb< 4-(X) = Orb, d > (¥) =B;
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Donc By, ..., B, sont les o-orbites, donc g = p et pour tout i O [1, p] on a, via une réindexation :

B =A
Donc: d=¢
Ce qui prouve |'unicité.
Exemple:
2[1 2 3 4 5] - (123,45
2145 3
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