LIEN HYPERPLAN - FORME LINEAIRE

Soit E un e.v. de dimension quelconque (éventuellemen infinie)

Définition Hyperplan

On appelle hyperplan tout s.e.v. de E supplémentaire d'une droite vectorielle.

Théoréme Caractérisation d'un hyperplan
H hyperplandeE - 0O¢ O L(E, K)\ {0}, H=Ker ¢

Autrement dit :

H est un hyperplan si et seulement si il est e noyau d'une forme linéaire non nulle

Démonstration :

= : Soit H un hyperplan de E : E=H 0O Ka ouaOE\{0}

Soit u un isomorphisme de Ka dans K. (Par exempleu: ta > t)
Soit p la projection de E sur Ka parallélement aH. (On adonc py = 0 et pya = 1d)
Soit ¢ =u op. ¢ est clairement une forme linéaire et

Ker ¢ ={x O E|uop(x) =0}

Or, u injectif donc : Ker¢ ={xOE|p(X) =0} =Kerp=H

Idée de la démonstration :

Composer laprojection p de E
sur [Ka parallélement aH avec
un isomorphisme u de Ka
dans K. On vérifiealors que
laformelinéaire obtenue a

pour noyau H.

O : Supposons O¢ O L(E, K)\{0}, H=Ker ¢

Comme ¢ est non nulle: CAO0E\Ker ¢

Onadonc: Kan Ker ¢ ={0}
Montrons que lasomme Ka + Ker ¢ est égale aE. Soit x 0 E.
Comme ¢(x) O K et 9(a) O K (puisque a [ E \ ker ), il existe A O K tel que:

¢(X) = Ad(a)

Pour laréciproque :
Comme laforme linéaire est
non nulle, il existe un éément
de E qui n'est pasdansle
noyau. On montre aors quela
droite vectorielle engendrée
par cet élément est un

supplémentaire du noyau.

Ecrivons: x=(x—Aa) +Aa ouA 0K
Ona d(x—-2Aa) =¢(X) —Adp(a) =0 doncx—-AalKerd et AalKa
Donc : E=Ker¢ + Ka

Bilan:onaKan Ker ¢ ={0} etE=Ker ¢ + Kadonc: E=Ker ¢ O Ka

Donc H = Ker ¢ est supplémentaire d'une droite vectorielle, c'est donc bien un hyperplan.
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